
1. ПОНЯТИЕ СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА

Определение 1.1. Случайным процессом называется семейство случайных ве-
личин

{
ξ(t)}t∈T, где T – бесконечное множество параметров произвольной приро-

ды (например, чисел или многомерноых векторов), такое что для любого n = 1, 2, . . .

и для любых t1, . . . , tn ∈ T существует совместное распределение св. ξ(t1), . . . , ξ(tn),
т. е. для любых x1, . . . , xn ∈ R существует

P (ξ(t1) < x1, . . . , ξ(tn) < xn) def== F (x1, t1; . . .′ xn, tn) ≡ F (n)(x, t). (1.1)

Функция F (n)( · ) : (R×T)n 7→ [0, 1] называется n-мерной функцией распределения
случайного процесса ξ(t).

По сути n-мерная функция распределения случайного процесса – это совместная
функция распределения n случайных величин ξ(t1), . . . , ξ(tn), однако она рассмат-
ривается как функция 2n аргументов:
• n аргументов x1, . . . , xn, каждый из которых произвольно меняется на действи-

тельной прямой (эти аргументы по своему смыслу – обычные аргумены совместной
функции распределения n случайных величин);
• n аргументов t1, . . . , tn, каждый из которых выбирается произвольно в множе-

стве T с точки зрения совместной функции распределения n случайных величин они
выступают как параметры.

На практике чрезвычайно редко используются распределения при n > 2, т. е.
рассматриваются исключительно одно- и двумерные функции распределения.

Непосредственно из определения (1.1) следует, что n-мерная функция распределе-
ния должна удовлетворять следующему условию: если {k1, . . . , kn} – произвольная
перестановка индексов {1, . . . , n}, то

F (xk1 , tk1 ; . . . ; xkn
, tkn

) ≡ F (x1, t1; . . . ; xn, tn); (1.2)

например, F (x1, t1; x2, t2) = F (x2, t2; x1, t1) для всех x1, x2 ∈ R, t1, t2 ∈ T.
Из свойств совместной функции распределения случайных величин вытекают

следующие свойства n-мерной функций распределения случайного процесса. Вы-
берем произвольным образом все аргументы xk, кроме одного, например xn (как
вытекает из предыдущего свойства, номер выделенного аргумента несуществен),
и зафиксируем их. Также выберем произвольно и зафиксируем t1, . . . tn ∈ Tn. Тогда
n-мерная функцию распределения F (n)( · ) как функция одной переменной xn ∈ R
непрерывна слева в каждой точке xn = a,

F (n)(x1, t1; . . . , xn, tn)
∣∣
xn→a−0

= F (n)(x1, t1; . . . , a, tn); (1.3)

не убывает,

F (n)(x1, t1; . . . , xn, tn) ⩽ F (n)(x1, t1; . . . , x̃n, tn), xn ⩽ x̃n; (1.4)

удовлетворяет двум предельным свойствам (во втором, разумеется, n > 1)

F (n)(x1, t1; . . . , xn−1, tn−1; xn, tn)
∣∣
xn→−∞

= 0, (1.5)

F (n)(x1, t1; . . . , xn−1, tn−1; xn, tn)
∣∣
xn→+∞ = F (n−1)(x1, t1; . . . , xn−1, tn−1), (1.6)
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где F (n−1)( · ) – (n − 1)-мерная функция распределения случайного процесса. На-
помним, что свойства (1.3)–(1.6) верны при любых фиксированных x1, . . . , xn−1 ∈ R
и t1, . . . , tn ∈ T. Если же мы «отпустим» все x-переменные и устремим их к +∞, то

F (n)(x1, t1; . . . , xn, tn)
∣∣x1→+∞
············
xn→+∞

= 1, t1, . . . , tn ∈ T. (1.7)

Оказывается, что свойства (1.3)–(1.7) не только необходимы, но и достаточны для
того, чтобы функции F (n)( · ) : (R ⊗ T)n 7→ R, n = 1, 2, . . . , были конечномерными
функциями распределения некоторого случайного процесса (теорема Колмогорова).

Далее для простоты будем считать, что все случайные величины ξ(t), t ∈ T зада-
ны на одном и том же вероятностном пространстве (Ω,F , P ), тогда существование
вероятности (1.1) вытекает из свойств алгебры F . Таким образом, ξ(t) = ξ(t, ω),
ω ∈ Ω, t ∈ T.

Введем некоторые термины.

Определение 1.2. Пусть значение параметра t ∈ T фиксировано. С.в. ξt(ω) =
ξ(t, ω), ω ∈ Ω, называется сечением случайного процесса в точке t. Пусть элемен-
тарный исход ω ∈ Ω фиксирован. Тогда числовая функция ξω(t), t ∈ T, называет-
ся траекторией (говорят также реализация, или выборочная функция) случайного
процесса.

Обратим внимание на то, что пока мы обозначили фиксированные аргументы
t ∈ T или ω ∈ Ω нижними индексами, чтобы отличать соответственно случайные
величины или неслучайные числовые функции от случайного процесса. Но далее
будем придерживаться следующего соглашения. Символом ξ(t) будем обозначать
и сечение (т. е. одну случайную величину), и сам случайный процесс, но для случай-
ных процессов будем указывать, что t не фиксировано, а пробегает некое множество,
т. е. писать ξ(t), t ∈ T.

Как правило, полагают, что T = {t ⩾ 0}, и в этом случае параметру t мож-
но придать смысл времени. Однако природа множества T может быть и другой.
Для многих физических моделей характерно, что множество T лежит не на чис-
ловой прямой, а в многомерном пространстве, например в обычном трёхмерном
пространстве, Определение 1.1 в этом случае остаётся без изменений, а случайный
процесс ξ(x), x ∈ R3, как правило, называют случайным полем, или случайной функ-
цией. Поскольку математические основы теории случайных процессов практически
не зависят от того, какова размерность множества T, далее мы будем считать, что
параметр t – действительное число, более того, выбирать в качестве множества T
счётное множество {t1, . . . , tn, . . .}, или множество R+ = {t ⩾ 0}, или конечный
интервал [0, T ], 0 < T < ∞. Если множество T счётно, T = {t1, . . . , tn, . . .}, то слу-
чайный процесс ξ(t) называется процессом с дискретным временем, или случайной
последовательностью.

Другим направлением обобщений определения 1.1 является изменение размерно-
сти пространства значений функции ξ( · , t), заданной на множестве элементарных
исходов Ω: мы можем полагать, что ξ(ω, t) – точка не на числовой прямой, а в мно-
гомерном пространстве. Особенно часто рассматриваются случайные процессы со
значениями на комплексной плоскости. В этом случае

ξ(t) = ξRe(t) + iξIm(t) = ρ(t)eiφ(t), (1.8)
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где ξRe(t), ξIm(t), ρ(t), φ(t) для каждого фиксированного t ∈ T суть случайные
величины, заданные на Ω, в их стандартном понимании. Далее мы в основном
будем рассматривать действительные случайные процессы. Но ввиду особой важ-
ности в физике комплекснозначных (обычно для краткости говорят просто «ком-
плексных») случайных процессов их мы также рассмотрим, особо оговариавая, что
рассматриваются случайные процессы с комплексными значениями.

Пример 1.1. Пусть случайный процесс задан формулами (ниже α – случайная
величина)

ξ(t) = tα, P (α = 1) = P (α = −1) =
1
2
, t > 0.

Определим, как выглядят сечения и траектории данного случайного процесса.

Решение. Фиксируем t > 0, получаем дискретную случайную величину ξ(t),
равновероятно принимающую два значения:

P (ξ(t) = t) = P (ξ(t) = t−1) =
1
2
.

Различные сечения случайного процесса суть случайные величины, имеющие рас-
пределения, сосредоточенные в двух точках, эти точки зависят от того, какое зна-
чение t > 0 фиксировано. Заметим, что при t = 1 данная случайная величина
принимает значение 1 с вероятностью единица, т. е. не является случайной.

Теперь фиксируем элементарный исход ω, другими словами, фиксируем значение
случайной величины α = α(ω). Если элементарный исход ω таков, что α(ω) = 1,
то ξω(t) = t, и траектория случайного процесса представляет собой прямую линию.
Если же α(ω) = −1, то ξω(t) = 1/t, и траектория случайного процесса – гипербола
(оба варианта траектории заданы при t > 0).

Отметим также, что данный процесс по сути не является случайным: если в ка-
кой-либо момент времени мы находились на траектории, скажем, ξ(t) = t, то мож-
но с достоверностью утверждать, что во все последующие и предыдущие моменты
времени мы этой траектории не покинем. Случайным является только выбор тра-
ектории в начальный момент времени.

Определение 1.3. Пусть ξ(t), t ∈ T, – действительный случайный процесс. Ес-
ли приращение n-мерной функции распределения F

(n)
ξ ( · ) по переменной x при лю-

бых x ∈ Rn и t ∈ Tn имеет вид

dF
(n)
ξ (x, t) = F

(n)
ξ (x + dx, t)− F

(n)
ξ (x, t) = p

(n)
ξ (x, t) dx, x ∈ Rn, t ∈ Tn, (1.9)

то говорят, что случайный процесс ξ(t), t ∈ T, имеет n-мерную плотность вероят-
ности p

(n)
ξ ( · ). Здесь dx = dx1 . . . dxn.

Всюду далее под дифференциалом функции распределения мы подразумеваем
приращение по x.

Пример 1.2. Пусть случайная величина ν имеет нормальное распределение с па-
раметрами µ = 0, σ2 = 1, а случайный процесс задан как ξ(t) = t + ν, t > 0. Найдем
функции распределения и плотность вероятности данного случайного процесса.
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Решение. Имеем для n = 1

F (x, t) = P (ξ(t) < x) = P (t + ν < x) = P (ν < x− t) = Fν(x− t),

где Fν( · ) – функция распределения случайной величины ν, имеющей нормальное
распределение с параметрами µ = 0, σ2 = 1,

Fν(z) =
1√
2π

∫ z

−∞
e−u2/2 du, −∞ < z < +∞.

Поскольку случайная величина ν имеет плотность распределения pν( · ), мы можем
записать

dF (x, t) = Fν((x + dx)− t)− Fν(x− t) = pν(x− t) dx,

pν(z) =
1√
2π

e−z2/2, −∞ < z < +∞.

Мы получили, что наш случайный процесс имеет одномерную плотность распреде-
ления: p(x, t) = pν(x− t) при всех значениях x ∈ R и t > 0.

Для n = 2 имеем аналогично

F (x, t) = P (ξ(t1) < x1, ξ(t2) < x2) = P (ν < x1 − t1, ν < x2 − t2).

Понятно, что система неравенств ν < x1 − t1 и ν < x2 − t2 эквивалента неравенству
ν < x1 − t1, если x1 − t1 < x2 − t2, и неравенству ν < x2 − t2, если x2 − t2 < x1 − t1.
Другими словами,

F (x, t) = P (ν < x∗ − t∗), x∗ − t∗ = min(x1 − t1, x2 − t2). (1.10)

Аналогично, формула

F (x, t) = Fν(x∗ − t∗), x∗ − t∗ = min(x1 − t1, . . . , xn − tn),

очевидно, задаёт n-мерную функцию распределения нашего случайного процесса.
Вернёмся к n = 2 и попробуем найти двумерную плотность распределения:

dF (x, t) = P (x1 ⩽ ξ(t1) < x1 + dx1, x2 ⩽ ξ(t2) < x2 + dx2) =

= P (x1 − t1 ⩽ ν < x1 + dx1 − t1, x +2 −t2 ⩽ ν < x2 + dx2 − t2) =

= P
(
ν ∈ [z1, z1 + dx1) ∩ [z2, z2 + dx1)

)
, z1 = x1 − t1, z2 = x2 − t2.

Поскольку dx1 и dx2 бесконечно малы, интервалы [z1, z1 +dx1) и [z2, z2 +dx2) имеют
непустое пересечение, если и только если z1 = z2. В самом деле, если, скажем, мы
имеем z1 < z2, то, выбирая достаточно малое dx1, получим z1 + dx1 < z2, при этом
интервалы пересекаться не будут. Если же z1 = z2 = z, то рассматриваемое пересе-
чение равно [z, z + dz), где через dz мы обозначили (бесконечно малое) приращение
min(dx1, dx2). Отсюда

dF (x, t) = P (z ⩽ ν < z + dx) = pν(z) dz, −∞ < z < +∞,

где

pν(z) =
1√
2π

e−z2/2, z = x1 − t1 = x2 − t2, dz = min(dx1, dx2).
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Таким образом, приращение dF (x, t) как функция, заданная в четырёхмерном про-
странстве (функция от двух двумерных переменных x = (x1, x2) и t = (t1, t2)) от-
лично от нуля только на трёхмерной гиперплоскости, на которой x1 − t1 = x2 − t2.
При этом dF (x, t) имеет (первый) порядок малости dz = min(dx1, dx2) и не пропор-
ционально dx1 dx2, как это предписано формулой (1.9). Таким образом, двумерная
плотность распределения нашего случайного процесса не существует. Тем более
не существуют и плотности распределения более высоких размерностей. Очевид-
но, что при n > 2 приращение dF (x, t) отлично от нуля только на гиперплоскости
размерности 2n− (n− 1) = n + 1:

dF (x, t) = P (z ⩽ ν < z + dx) =
1√
2π

e−z2/2 dz, z = x1 − t1 = · · · = xn − tn,

и dz = min(dx1, . . . , dxn).

Моментные функции случайного процесса.

Определение 1.4. Если при каждом t ∈ T существует математическое ожида-
ние случайной величины ξ(t), то функция m( · ) : T 7→ R, заданная равенством

m(t) = Mξ(t), t ∈ T, (1.11)

называется математическим ожиданием случайного процесса ξ(t).

Используя определение математического ожидания, запишем явную формулу

Mξ(t) =
∫

R
x dF (x, t), если верно, что

∫
R
|x| dF (x, t) < ∞, t ∈ T. (1.12)

Здесь F ( · ) – одномерная функция распределения случайного процесса, а интеграл
понимается в смысле Лебега–Стилтьеса. Условие абсолютной сходимости интеграла
во второй части (1.12) есть условие существования математического ожидания.

Определение 1.5. Если при каждых t, s ∈ T существуют математические ожи-
дания Mξ(t), Mξ(s) и Mξ(t)ξ(s), то функция R : T⊗ T 7→ C, заданная равенством

R(t, s) = M
(
ξ(t)−Mξ(t)

)(
ξ(s)−Mξ(s)

)
, t, s ∈ T. (1.13)

называется ковариационной функцией случайного процесса ξ(t).

Выражение в правой части равенства (1.13) есть не что иное, как коэффициент
ковариации cov(ξ(t), ξ(s)) случайных величин ξ(t) и ξ(s). Также (1.13) можно пере-
писать как

R(t, s) = Mξ(t)ξ(s)−Mξ(t)Mξ(s), t, s ∈ T. (1.14)

Положим в предыдущих равенствах t = s.

Определение 1.6. Функция D : T 7→ R+, заданная формулой1)

Dξ(t) = M
(
ξ(t)−Mξ(t)

)2
, t ∈ T, (1.15)

называется дисперсией случайного процесса ξ(t).
1)Напомним, что R+ = {x ⩾ 0}.
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Свойства моментных функций случайного процесса вытекают из общих свойств
математического ожидания. Мы здесь отметим только несколько из них.

1. Имеет место равенство R(s, t) = R(t, s) для любых t, s ∈ T.
2. Для любого набора неслучайных действительных чисел z1, . . . , zn и любых зна-

чений t1, . . . , tn ∈ T для корреляционной функции (1.13) справедливо неравенство

n∑
i,j=1

R(ti, tj)zizj ⩾ 0. (1.16)

Положим ξ◦(t) = ξ(t)−Mξ(t), тогда мы можем записать

n∑
i,j=1

R(ti, tj)zizj =
n∑

i,j=1

Mξ◦(ti)ξ◦(tj)zizj = M

( n∑
i,j=1

ξ◦(ti)ξ◦(tj)zizj

)
=

= M

( n∑
i=1

ziξ
◦(ti) ·

n∑
j=1

zjξ
◦(tj)

)
= M

( n∑
i=1

ziξ
◦(ti)

)
2

⩾ 0.

3. Из неравенства Чебышёва вытекает, что если дисперсия случайного процесса
равна нулю в точке t ∈ T, то для любого ε > 0

0 ⩽ P
(∣∣ξ(t)−Mξ(t)

∣∣ > ε
)

⩽
M

∣∣ξ(t)−Mξ(t)
∣∣2

ε
=

Dξ(t)
ε

= 0,

таким образом, P
(∣∣ξ(t)−Mξ(t)

∣∣ > ε
)

= 0, другими словами, P
(∣∣ξ(t)−Mξ(t)

∣∣ ⩽ ε
)

= 1
для любого ε > 0, и мы имеем

P
(∣∣ξ(t)−Mξ(t)

∣∣ = 0
)

= P
(
ξ(t) = Mξ(t)

)
= 1,

то есть при данном t сечение ξt случайного процесса по сути не является случайной
величиной: оно с вероятностью единица равно константе (величине Mξ(t)).

Пример 1.3. Пусть ξ1(t) и ξ2(t) – случайные процессы из примеров 1.1 и 1.2.
Найдем их математические ожидания и ковариационные функции.

Решение. Имеем для всех t > 0

P (ξ1(t) = t) = P (ξ1(t) = t−1) =
1
2
, Mξ1(t) = t · 1

2
+

1
t
· 1
2

=
t + 1/t

2
;

для процесса из примера 1.2

Mξ(t) = M(t + ν) = t + Mν = t,

поскольку t – неслучайный параметр, а случайная величина ν имеет нормальное
распределение с параметром µ = Mν = 0.

Для расчёта ковариационной функции воспользуемся формулой (1.14) в её вари-
анте для действительных процессов:

R(t, s) = Mξ(t)ξ(s)−Mξ(t)Mξ(s), t, s > 0,
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Получаем для процесса ξ1(t) следующее: ξ1(t)ξ1(s) = tα · sα = (ts)α, поэтому

Mξ1(t)ξ1(s) = M(ts)α = (ts)1 · 1
2

+ (ts)−1 · 1
2

=
ts + 1/ts

2
.

В результате

R(t, s) =
ts + 1/ts

2
− t + 1/t

2
s + 1/s

2
=

ts− s/t− t/s + 1/ts

4
, t, s > 0.

Для процесса ξ2(t) имеем

Mξ(t)ξ(s) = M(t + ν)(s + ν) = ts + (t + s)Mν + Mν2 = ts + 1,

где мы воспользовались тем, что Mν = 0, Mν2 = Dν + (Mν)2 = Dν = σ2 = 1.
Отсюда

R(t, s) = ts + 1− ts = 1, t, s > 0.

Итак, в данном случае ковариационная функция тождественно равна единице.
Положив t = s, получим дисперсии:

Dξ1(t) =
t2 − 2 + 1/t2

4
=

(
t− 1/t

2

)
2

, Dξ2(t) = 1, t > 0.

Эти выражения, впрочем, можно было получить и непосредственно, рассчитав дис-
персии случайных велчин tα и t + ν.

Независимость приращений и одородность процесса. В теории вероят-
ностей часто отождествляют случайную величину и её распределение. Другими
словами, когда говорят о случайной величине, фиксируют не функциональную за-
висимость ξ(ω), ω ∈ Ω, а функцию распределения F (x) = P (ξ < x), x ∈ R. Так,
мы говорим, например, о нормально распределённой случайной величине, подчёр-
кивая именно характер её распределения, и не интересуемся тем стохастическим
экспериментом, который лежит в основе случайности этой величины.

Аналогично, задание случайного процесса почти всегда понимают как задание се-
мейства его конечномерных распределений. Однако в общем случае определить мно-
гомерные распределения затруднительно, да и формулы весьма громоздки. В тео-
рии вероятностей можно существенно упростить выкладки, предположив независи-
мость случайных величин. Возникает вопрос, как задаётся независимость в теории
случайных процессов?

Простейшей является идея потребовать, чтобы любые два сечения процесса ξt

и ξs были независимыми при t ̸= s. Или, если рассуждать в терминах моментных
функций, считать, что R(t, s) = 0 при t ̸= s. Такой случайный процесс называет-
ся дельта-коррелированным. Однако трудно представить себе физическое явление,
математической моделью которого является дельта-коррелированный процесс: в са-
мом деле, едва ли сечения независимы в сколь угодно близкие моменты времени.
Куда более реалистичным является следующее предположение.

Пусть T = {t ⩾ 0}. Выберем два значения t и s такие, что 0 ⩽ s < t. Назовём
приращением случайного процесса (от момента времени s к моменту времени t) слу-
чайную величину ξ(t) − ξ(s). Будем говорить, что случайный процесс ξ(t), t ⩾ 0,
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является процессом с независимыми приращениями, если для любого n = 2, 3, . . .

и для любых t1, . . . , tn таких, что 0 = t0 < t1 < · · · < tn, случайные величины
ξ(tk)− ξ(tk−1), k = 1, . . . , n, независимы (в совокупности).

Дадим ещё одно определение. Случайный процесс ξ(t), t ⩾ 0, является однород-
ным (во времени), если для любых 0 ⩽ s < t распределение приращения ξ(t)− ξ(s)
зависит только от t−s. Смысл этого определения в том, что вероятностное поведение
приращения определяется только длиной временно́го промежутка, на котором рас-
сматривается приращение, но не положением этого промежутка на оси времени. Для
однородных процессов мы будем использовать обозначение ξ(t) − ξ(s) = ∆ξ(t − s),
памятуя о том, что случайная величина – это в сущности её распределение. Однако
следует обратить внимание на то, что однородность процесса не означает, что слу-
чайная величина ξ(t) − ξ(s) зависит от t − s и не зависит от t и s по отдельности,
такое условие наложено только на её распределение.

Докажем одно общее утверждение.

Утверждение 1.1. Если случайный процесс ξ(t), t ⩾ 0, имеет независимое при-
ращения и начинается в нуле, т.е. ξ(0) = 0 с вероятностью единица, то его ко-
вариационная функция R(t, s), t, s ⩾ 0, зависит от min(t, s), но не от каждой из
своих переменных по отдельности, и R(t, s) = D(min(t, s)), где D(t), t ⩾ 0, – дис-
персия случайного процесса..

Доказательство. Пусть для определённости 0 < s < t. При таком условии мы
имеем два приращения на промежутках [0, s) и [s, t):

∆ξ1 = ξ(s)− ξ(0) = xi(s), ∆ξ2 = ξ(t)− ξ(s),

где мы учли, что P (ξ(0) = 0) = 1. При этом

ξ(s) = ∆ξ1, ξ(t) = ∆ξ1 + ∆ξ2.

Отсюда

R(t, s) def== M
(
ξ(s)−Mξ(s)

)(
ξ(t)−Mξ(t)

)
=

= M
(
∆ξ1 −M∆ξ1

)(
∆ξ1 + ∆ξ2 −M(∆ξ1 + ∆ξ2)

)
=

= M(∆ξ1 −M∆ξ1)(∆ξ1 −M∆ξ1) + M(∆ξ1 −M∆ξ1) ·M(∆ξ2 −M∆ξ2),

где мы учли, что приращения ∆ξ1 и ∆ξ2 независимы по условию. Понятно, что
M(∆ξ1 −M∆ξ1) = 0, M(∆ξ2 −M∆ξ2) = 0, таким образом, для s < t

R(t, s) = M(∆ξ1 −M∆ξ1)2 == M(ξ(s)−Mξ(s))2 = D(s).

Меняя местами s и t, получаем, что R(s, t) = R(t, s) = D(t) для t < s. Равенство
R(t, t) = D(t) очевидно, в итоге имеем общую формулу

R(t, s) = D(t∗), t∗ = min(t, s). (1.17)

Итоги. Случайный процесс есть семейство случайных величин, зависящих от
параметра t. Как правило, полагают, что этот параметр – действительное число,
но возможны и другие способы его задания. Также, как правило, рассматриваются
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случайные процессы со значениями в поле действительных или комплексных чи-
сел. Выбрав одну случайную величину из этого семейства при заданном значении
параметра t, мы получим так называемое сечение случайного процесса в точке t.
Конечномерные (n-мерные) распределения случайного процесса суть совместные
распределения n случайных величин, представляющих собой сечения случайного
процесса в любых точках t1, . . . , tn ∈ T.

Математическое ожидание и дисперсия случайного процесса рассчитываются как
математическое ожидание и дисперсия сечения случайного процесса в каждой точ-
ке t ∈ T. Для их расчёта необходимо знать одномерную функцию распределения.
Значение ковариационной функции случайного процесса равно коэффициенту ко-
вариации двух сечений случайного процесса в точках t, s ∈ T. Для его расчёта
необходимо знать двумерную функцию распределения. Исследование функций рас-
пределения и моментных функций, а также методы их расчёта и анализа опираются
на стандартные утверждения и теоремы теории вероятностей.

Важными свойствами распределений случайных процессов являются независи-
мость приращений процесса для непересекающихся промежутков времени и одно-
родность процесса, т. е. независимость распределения приращения процесса от на-
чала отсчёта времени. Эти свойства, с одной стороны, физически реальны, с другой
стороны, существенно облегчают математическое исследование процесса.
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2. ПРОЦЕСС ПУАССОНА

В этом разделе мы рассмотрим один из самых известных случайных процессов,
который может служить математической моделью широчайшего круга явлений.

2.1. Определение и основные характеристики процесса Пуассона.

Определение 2.1. Случайный процесс ξ(t), t ⩾ 0, называется процессом Пуассо-
на, если его приращения ξ(t)− ξ(s), 0 ⩽ s < t, удовлетворяют следующим условиям:

• независимость приращений: для любого n = 2, 3, . . . и любых t0, t1, . . . , tn таких,
что 0 = t0 < t1 < · · · < tn, приращения ∆ξ(tk − tk−1), k = 2, 3, . . . , n, – независимые
случайные величины;

• однородность процесса во времени: для любых t > s ⩾ 0 распределение прира-
щения ξ(t)− ξ(s) зависит только от t− s;

• каждое приращение распределено по Пуассону: для t > s ⩾ 0

P (ξ(t)− ξ(s) = m) =
[λ(t− s)]m

m!
e−λ(t−s), m = 0, 1, . . . (2.1)

(здесь λ = const, 0 < λ < ∞).

• Наложим также условие, что процесс начинается в нуле: P (ξ(0) = 0) = 1.

Непосредственно из определения вытекает, что сечение процесса для t > 0 можно
записать как ξ(t) = ξ(t)− ξ(0), и оно распределено по Пуассону:

P (ξ(t) = m) =
(λt)m

m!
e−λt, m = 0, 1, . . . (2.2)

Также можно заметить, что это согласуется с P (ξ(0) = 0) = 1, если в (2.2) фор-
мально перейти к пределу t → s + 0. Кроме того, условие однородности процесса
согласовано с (2.1): распределение приращения полностью определяется парамет-
ром λ(t− s).

Определим вероятностные характеристики процесса Пуассона.
Найдём n-мерное распределение процесса Пуассона, для t1, . . . , tn > 0 вычислим

P (ξ(t1) = m1, ξ2(t2) = m2, . . . , ξ(tn) = mn). (2.3)

В силу независимости распределения от порядка событий ξ(tj) = mj , j = 1, 2, . . . , n,
мы без ограничения общности можем считать, что 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn (для
краткости последующих формул мы ввели t0 = 0). Приращение ξ(tj)− ξ(tj−1) рас-
пределено по Пуассону, поэтому неотрицательно (т. е. ξ(tj) ⩾ ξj−1) с вероятностью
единица, следовательно, P (ξ(t1) = m1, ξ2(t2) = m2, . . . , ξ(tn) = mn) ̸= 0, только если
m1 ⩽ m2 ⩽ · · · ⩽ mn. Положим m0 = 0 и введём приращения ∆ξk = ξ(tk)− ξ(tk−1)
для k = 1, . . . , n.

Нетрудно заметить, что равносильны события

ξ(t1) = m1, ξ2(t2) = m2, . . . , ξ(tn) = mn

и
∆ξ1 = m1 −m0 , ∆ξ2 = m2 −m1, . . . , ∆ξn = mn −mn−1;
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при этом по определению ∆ξk, k = 1, . . . , n, независимы и

P (∆ξk = mk −mk−1) =
(λ(tk − tk−1))mk−mk−1

(mk −mk−1)!
e−λ(tk−tk−1).

Отсюда для 0 = m0 ⩽ m1 ⩽ · · · ⩽ mm

P (ξ(t1) = m1, ξ2(t2) = m2, . . . , ξ(tn) = mn) =

=
n∏

k=1

(λ(tk − tk−1))mk−mk−1

(mk −mk−1)!
e−λ(tk−tk−1). (2.4)

Так выглядит n-мерное распределение процесса Пуассона.
Можно привести это распределение к более интересному виду: заметим, что

n∑
k=1

(mk −mk−1) = mn,

n∑
k=1

(tk − tk−1) = tn,

n∏
k=1

e−λ(tk−tk−1) = e−λtn

и, если положить pk = λ(tk−tk−1)
λtn

= tk−tk−1
tn

, то
∑n

k=1 pk = 1 и

1
(λtn)mn

n∏
k=1

(λ(tk − tk−1))mk−mk−1 =
n∏

k=1

(λ(tk − tk−1))mk−mk−1

(λtn)mk−mk−1
=

n∏
k=1

p
mk−mk−1
k .

Поэтому

n∏
k=1

(λ(tk − tk−1))mk−mk−1

(mk −mk−1)!
e−λ(tk−tk−1) =

=
(λtn)mn

mn!
e−λtn ·Pp1,p2,...,pn(m1 −m0, m2 −m1, . . . ,mn −mn−1), (2.5)

где

Pp1,p2,...,pn
(j1, j2, . . . , jn) =

j1! j2! . . . jn!
(j1 + j2 + · · ·+ jn)!

pj1
1 pj2

2 . . . pjn

1 (2.6)

есть так называемая полиномиальная вероятность. Она является обобщением бино-
миальной вероятности Cj

mpjqm−j на случай, когда в каждом из m независимых
испытаний мы имеем не два возможных исхода (успех и неудачу), а исход од-
ного из n типов. При этом p1, p2, . . . pn задают распределение этих возможных
исходов в единичном акте эксперимента (p1 + p2 + · · · + pn = 1). Вероятность
Pp1,p2,...,pn

(j1, j2, . . . , jn) есть вероятность того, что в mn независимых испытани-
ях исход первого типа случится j1 раз, исход второго типа случится j2 раз и т. д.,
вплоть до того, что исход n-го типа случится jn раз, при этом j1 + · · ·+ jn = m, т. е.
в сумме мы имеем полное число испытаний.

При n = 2 вероятность Pp1,p2,...,pn
(j1, j2, . . . , jn) переходит в биномиальную, и мы

имеем произведение пуассоновой и биномиальной вероятностей:

P (ξ(t1) = m1, ξ2(t2) = m2) =
(λt2)m2

m2!
e−λt2 · Cm1

m2
pm1qm2−m1 , p =

t1
t2

, q =
t2 − t1

t2
.
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Найдем математическое ожидание и ковариационную функцию процесса Пуассо-
на. Напрямую из свойств распределения Пуассона получаем, что

Mξ(t) = λt, Dξ(t) = λt.

Можно сказать, что λ равно среднему числу элементарных событий в промежутке
единичной длительности (при t = 1). Параметр λ называется интенсивностью
процесса Пуассона.

Для расчёта ковариационной функции воспользуемся утверждением 1.1: в соот-
ветствии с формулой (1.17) имеем R(t, s) = Dξ(min(t, s)) = λ min(t, s).

Пуассонов поток требований. Рассмотрим физические явления, которые мо-
гут математически описываться как процесс Пуассона. Предположим, что в случай-
ные моменты времени происходят некоторые события. Будем называть эти события
требованиями, чтобы отличать от других, более сложных, случайных событий, воз-
никающих в нашем рассмотрении. Пусть ξ(t) – число требований, поступивших
к моменту времени t, т. е. в промежуток времени [0, t), тогда ξ(t + h) − ξ(t) равно
числу требований, поступивших в промежуток [t, t + h). Очевидно, ξ(t + h) − ξ(t)
есть случайная величина, принимающая значения 0, 1, 2, . . . .

Будем говорить, что ξ(t), t ⩾ 0, есть пуассонов поток требований, если он удов-
летворяет следующим условиям:

• для любых t, h > 0 распределение числа требований ξ(t + h) − ξ(t) = ∆ξ(h) на
интервале [t, t + h) зависит только от h и не зависит от t (однородность потока);

• для любых n = 2, 3, . . . и t1, . . . , tn таких, что 0 = t0 < t1 < · · · < tn, приращения
ξ(tk)− ξ(tk−1), k = 1, . . . , n, независимы;

• при h → +0 распределение случайной величины ∆ξ(h) = ξ(t + h)− ξ(t) удовле-
творяет следующим асимптотическим равенствам:

P (∆ξ(h) = 0) = 1− λh + o(h), (2.7)
P (∆ξ(h) = 1) = λh + o(h), (2.8)
P (∆ξ(h) > 1) = o(h), (2.9)

где λ – постоянная величина, 0 < λ < ∞.
Видно, что два первых условия в точности повторяют условия однородности

и независимости приращений для процесса Пуассона.
Обсудим последнее условие. Положим

p0(h) def== P (∆ξ(h) = 0), h > 0.

Доопределим эту вероятность в нуле как p0(0) = 1, поскольку в промежуток [t, t)
нулевой длины не может поступить ни одного требования. Предположим, что p0(h)
при h → +0 ведёт себя непрерывным образом: p0(h) → 1−0 (вероятность стремится
к p(0) = 1, разумеется, снизу). Теперь нас будут интересовать поправки к предель-
ному значению при малых h > 0. Будем считать, что возможно разложение в ряд
Тейлора до членов первого порядка:

p0(h) = p0(0) +
dp0(h)

dh

∣∣∣∣
h=0

· h + o(h), h → +0.
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Тогда условия (2.7)–(2.9) означают, что вся поправка первого порядка «исчерпы-
вается» событием ∆ξ(h) = 1, а события ∆ξ(h) > 1 чрезвычайно редки, имеют ве-
роятность порядка o(h). Таким образом, можно сказать, что условия (2.7)–(2.9)
гарантируют малую интенсивность (редкость) событий в потоке.

Теорема 2.1. Пусть поток элементарных случайных событий является пуас-
соновым, т.е. удовлетворяет условиям независимости приращений, однородности
во времени и условиям (2.7)–(2.9). Тогда случайная величина ξ(t) при каждом t > 0
имеет распределение Пуассона с параметром λt:

P (ξ(t) = m) =
(λt)m

m!
e−λt, m = 0, 1, 2, . . . . (2.10)

Доказательство. Пусть значение t > 0 и число m ∈ {0, 1, 2, . . .} фиксирова-
ны. Выберем произвольное и пока также фиксированное натуральное число n > 1.
Разобьем промежуток [0, t) точками t0, t1, . . . , tn на n интервалов одинаковой длины:

0 = t0 < t1 < · · · < tn = t, h = tk − tk−1 =
t

n
для всех k = 1, . . . , n.

Пусть ∆ξk = ξ(tk) − ξ(tk−1) – случайная величина, равная количеству требований,
поступивших на интервале [tk−1, tk), k = 1, 2, . . . , n.

Введём событие An, которое происходит, если и только если случайные величи-
ны ∆ξk для любых k = 1, 2, . . . , n не превосходят единицы. Если хотя бы одна из
случайных величин ∆ξk, k = 1, 2, . . . , n, приняла значение, большее единицы, то про-
изошло событие An. Можно записать математические выражения для введённых
событий:

An =
n⋂

k=1

{∆ξk = 0, 1}, An =
n⋃

k=1

{∆ξk > 1}.

Запишем очевидную формулу

P (ξ(t) = m) = P ({ξ(t) = m} ∩An) + P{ξ(t) = m} ∩ An) (2.11)

и рассмотрим вероятности событий в правой части. Имеем для ∆ξk = ∆ξ(h) в си-
лу (2.9)

P (An) = P

( n⋃
k=1

{∆ξk > 1}
)

⩽
n∑

k=1

P (∆ξk > 1) = n · o(h) = n · o(t/n).

Тогда при любом фиксированном t > 0 мы имеем

P (An) → 0, P ({ξ(t) = m} ∪ An) ⩽ P (An) → 0, n →∞. (2.12)

Для события {ξ(t) = m} ∪ An мы имеем

ξ(t) = ∆ξ1 + · · ·+ ∆ξn = m, ∆ξk = 0 или ∆ξk = 1 для всех k = 1, 2, . . . , n,

и в силу условий независимости приращений и однородности потока все случайные
величины ∆ξ1, . . . ,∆ξn независимы и одинаково распределены. Другими словами,
мы имеем схему n независимых испытаний Бернулли с вероятностью успеха

pn = P (∆ξk = 1) = λh + o(h) =
λt

n
+ o

(
t

n

)
13



(см. условие (2.8)). В рамках этой схемы

P ({ξ(t) = m} ∪ An) = Cm
n pm

n (1− pn)n−m, npn = λt + n + o

(
t

n

)
.

В пределе по теореме Пуассона имеем для любого фиксированного m = 0, 1, . . .

P ({ξ(t) = m} ∪ An) → (λt)m

m!
e−λt, n →∞. (2.13)

Объединяя соотношения (2.11)–(2.13), получаем

P (ξ(t) = m) = P (Xm ∩An) + P (Xm ∩ An) −→
n→∞

(λt)m

m!
e−λt.

Поскольку выражение в левой части равенства не зависит от n, мы обязаны записать

P (ξ(t) = m) =
(λt)m

m!
e−λt, m = 0, 1, . . . .

Теорема доказана.

Если вспомнить, что в потоке событий P (ξ(0) = 0) = 1, и учесть условие одно-
родности потока, то мы получим, что случайная величина ξ(t)− ξ(s) при 0 < s < t

распределена так же, как случайная величина ξ(t− s)− ξ(0) = ξ(t− s), поэтому

P (ξ(t)− ξ(s) = m) =
(λ(t− s))m

m!
e−λ(t−s), m = 0, 1, . . . ,

что совпадает с (2.1). Таким образом, любой пуассонов поток событий является
процессом Пуассона. В дальнейшем мы будем пользоваться обеими интерпрета-
циями процесса Пуассона: и его математическим определением, и его физическим
представлением как потока требований.

Траектории ξω(t), t ⩾ 0, пуассонова потока (процесса Пуассона) представляют
собой кусочно-постоянные функции, выходящие из нуля, ξω(0) = 0, в случайные
моменты времени τ1, τ2, . . . испытывающие скачок, равный +1:

ξω(τk) = k − 1, ξω(τk + 0) = k, k = 1, 2, . . . .

Момент времени t = τk есть время поступления k-го требования. Очевидно, что
с вероятностью единица

0 < τ1 < τ2 < · · · < τn < · · · .

Распределения, связанные с временами поступления требований. Най-
дём связь между распределением времени τk и распределением процесса Пуассона.
Если τk ⩾ t, то k-e требование поступило самое раннее в момент времени t, следова-
тельно, на промежутке [0, t) мы имеем строго меньше, чем k требований, ξ(t) < k.
Таким образом, τk ⩾ t влечёт ξ(t) < k. Наоборот, если ξ(t) < k, то на промежут-
ке [0, t) мы имеем строго меньше чем k требований, следовательно, k-е требование
поступило в момент времени t или когда-то позже, иначе говоря, ξ(t) < k влечёт
τk ⩾ t. Итак,

τk ⩾ t ⇐⇒ ξ(t) < k, τk < t ⇐⇒ ξ(t) ⩾ k. (2.14)
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Отсюда

t1 ⩽ τk < t2 = {τk ⩾ t1} ∩ {τk < t2} ⇐⇒ {ξ(t1) < k} ∩ {ξ(t2) ⩾ k}. (2.15)

Пример 2.1. Найдём распределение случайной величины τk.

Решение. С учётом эквивалентности событий (2.14) функция распределения
случайной величины ττk

записывается как

Fτk
(t) def== P (ττk

< t) = 1− P (ττk
⩾ t) = 1− P (ξ(t) < k) = P (ξ(t) ⩾ k),

в явном виде

Fτk
(t) = 1−

k−1∑
m=0

(λt)m

m!
e−λt =

∞∑
m=k

(λt)m

m!
e−λt, t > 0. (2.16)

При этом Fτk
(0) = P (ττk

< 0) = 0. Для k = 1 получаем

F1(t) = 1− e−λt, p1(t) = F ′1(t) = λe−λt, t > 0,

т. е. τ1 имеет экспоненциальное распределение с параметром λ.
Найдём плотность вероятности случайной величины ττk

для k > 1:

pτk
(t) =

dFτk
(t)

dt
=

d

dt

∞∑
m=k

(λt)m

m!
e−λt =

=
∞∑

m=k

d

dt

(λt)m

m!
e−λt =

∞∑
m=k

(
λ

(λt)m−1

(m− 1)!
− λ

(λt)m

m!

)
e−λt =

= λ

( ∞∑
m=k−1

(λt)m

m!
−

∞∑
m=k

(λt)m

m!

)
e−λt = λ

(λt)k−1

(k − 1)!
e−λt.

Плотность вероятности p1(t) = λe−λt, t > 0, задаётся тем же выражением, если
в нём положить k = 1, поэтому

pτk
(t) = λ

(λt)k−1

(k − 1)!
e−λt, t > 0, k = 1, 2, . . . . (2.17)

Пример 2.2. Найдём совместное распределение случайных величин τ1, . . . , τn.

Решение. Рассмотрим сначала случай n = 2. Поскольку τ1 < τ2 с вероятностью
единица, p

τ1,τ2
(t1, t2) = 0 при t1 > t2. Поэтому положим 0 < t1 < t2. Найдём

P (t1 ⩽ τ1 < t1 + ∆t1, t2 ⩽ τ2 < t2 + ∆t2)

в первом порядке по ∆t1∆t2 и воспользуемся дифференциальным равенством, за-
дающим плотность вероятности:

pτ1,τ2
(t1, t2) = lim

∆t1,∆t2→+0

P (t1 ⩽ τ1 < t1 + ∆t1, t2 ⩽ τ2 < t2 + ∆t2)
∆t1∆t2

.
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Выберем ∆t1 настолько малым, чтобы было выполнено неравенство t1 + ∆t1 < t2.
Теперь перепишем искомую вероятность в терминах процесса Пуассона. Вос-

пользуемся эквивалентностью событий (2.15) при k = 1, 2 и запишем несколько
равносильных условий:

t1 ⩽ τ1 < t1 + ∆t1, t2 ⩽ τ2 < t2 + ∆t2

⇕
ξ(t1) < 1, ξ(t1 + ∆t1) ⩾ 1, ξ(t2) < 2, ξ(t2 + ∆t2) ⩾ 2

⇕
ξ(t1) = 0, ξ(t1 + ∆t1) = 1, ξ(t2) = 1, ξ(t2 + ∆t2) ⩾ 2

⇕
ξ(t1)− ξ(0) = 0, ξ(t1 + ∆t1)− ξ(t1) = 1,

ξ(t2)− ξ(t1 + ∆t1) = 0, ξ(t2 + ∆t2)− ξ(t2) ⩾ 1,

(2.18)

где мы учли, что t1 + ∆t1 < t2 и что траектории процесса Пуассона не убывают.
Поэтому, например, события ξ(t1 + ∆t1) ⩾ 1 и ξ(t2) < 2 могут произойти вместе
тогда и только тогда, когда ξ(t1 + ∆t1) = 1 и ξ(t2) = 1.

Кроме того, в силу 0 < t1 < t1 + ∆t1 < t2 < t2 + ∆t2 все приращения в последнем
блоке событий в (2.18) независимы и ξ(0) = 0 с вероятностью единица. В результате

P (t1 ⩽ τ1 < t1 + ∆t1, t2 ⩽ τ2 < t2 + ∆t2) =

= P (ξ(t1) = 0) · P (∆ξ(∆t1) = 1) · P (∆ξ(t2 − t1 −∆t1) = 0) · P (∆ξ(∆t2) ⩾ 1). (2.19)

Первые три вероятности очевидны,

P (ξ(t1) = 0) = e−λt1 , P (∆ξ(∆t1) = 1) = λ∆t1 e−λ∆t1 ,

P (∆ξ(t2 − t1 −∆t1) = 0) = e−λ(t2−t1−∆t1) = e−λ(t2−t1)e−λ∆t1 ,

а последнюю вероятность запишем как

P (∆ξ(∆t2) ⩾ 1) = 1− P (∆ξ(∆t2) = 0) = 1− e−λ∆t2 = λ∆t2 + o(∆t2).

Записываем (2.19) в первом порядке малости по ∆t1∆t2. Мы уже имеем в явном
виде ∆t1, ∆t2 во втором и четвёртом сомножителях в правой части (2.19), поэтому
в показателях экспонент кладём ∆tk = 0, суммируем показатели экспонент и полу-
чаем окончательный ответ

P (t1 ⩽ τ1 < t1 + ∆t1, t2 ⩽ τ2 < t2 + ∆t2) = λ2 e−λt2 ·∆t1∆t2,

откуда (не забываем про ограничение 0 < t1 < t2)

pτ1,τ2
(t1, t2) =

{
λ2 e−λt2 при 0 < t1 < t2,

0 при прочих t1, t2.
(2.20)

Нетрудно получить обобщение на случай произвольного n. Если 0 < t1 < · · · < tn
и ∆t1, . . . ,∆tn−1 настолько малы, что t1 + ∆t1 < t2, . . . , tn−1 + ∆tn−1 < tn, то мы
имеем аналогично (2.19)

P (t1 ⩽ τ1 < t1 + ∆t1, t2 ⩽ τ2 < t2 + ∆t2, . . . , tn ⩽ τn < tn + ∆tn) =
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= P (ξ(t1) = 0) · P (∆ξ(∆t1) = 1) · P (∆ξ(t2 − t1 −∆t1) = 0)×

× P (∆ξ(∆t2) = 1) · P (∆ξ(t3 − t2 −∆t2) = 0)× · · ·

· · · × P (∆ξ(∆tn−1) = 1) · P (∆ξ(tn − tn−1 −∆tn−1) = 0) · P (∆ξ(∆tn) ⩾ 1).

Как и выше, первый порядок малости по ∆tn дают P (∆ξ(∆tk) = 1), поэтому
P (∆ξ(tn − tn−1 − ∆tn−1) = 0) мы заменяем на e−λ(tn−tn−1), собираем показатели
экспонент и получаем ответ:

p
τ1,τ2,...,τ2

(t1, t2, . . . , tn) =

{
λn e−λtn при t1 < t2 < · · · < tn,

0 при прочих t1, t2, . . . , tn.
(2.21)

Хотя создаётся впечатление, что плотность вероятности (2.21) зависит только
от «старшего» времени tn, на самом деле это не так: зависимость от остальных
времён содержится в условии t1 < t2 < · · · < tn, ограничивающих область ненулевых
значений плотности.

Пример 2.3. Покажем, что промежутки времени ∆τk = τk − τk−1 (считаем, что
τ0 = 0 с вероятностью единица и, следовательно, ∆τ1 = τ1) между последователь-
ными моментами поступления требований в пуассоновом потоке независимы при
всех k = 1, 2, . . . , n для любого n > 1, и каждая из случайных величин ∆τk имеет
экспоненциальное распределение, её плотность вероятности есть λe−λt для t > 0.

Решение. Вновь начнём с n = 2. Пусть u1, u2 > 0. Имеем в силу стандартных
формул теории вероятностей и выражения (2.20) для двумерной плотности вероят-
ности

F∆τ1,∆τ2
(u1, u2) = P (τ1 < u1, τ2 − τ1 < u2) =

=
∫∫

t1<u1, t2−t1<u2

pτ1,τ2
(t1, t2) dt1 dt2 =

∫∫
0<t1<t2,
t1<u1,

t2−t1<u2

λ2 e−λt2 dt1 dt2 =

=
∫ u1

0

λ dt1

∫ t1+u2

t1

λ e−λt2 dt2 = (1− e−λu2)(1− e−λu1).

Видно, что F∆τ1,∆τ2
(u1, u2) = F∆τ1

(u1)F∆τ2
(u2), где F∆τk

(uk) = (1 − e−λuk), k = 1, 2,
при u1, u2 > 0. Отсюда вытекает независимость случайных величин ∆τ1 и ∆τ2,
а также, что каждая из них имеет плотность p∆τk

(uk) = e−λuk при uk > 0, k = 1, 2.
При произвольном натуральном n > 2 имеем

F∆τ1,∆τ2,...,∆τ2
(u1, u2, . . . , un) = P (τ1 < u1, τ2 − τ1 < u2, . . . , τn − τn−1 < un) =

=
∫∫

· · ·
∫

t1<u1, t2−t1<u2,
...,

tn−tn−1<un

p
τ1,τ2,...,τn

(t1, t2, . . . tn) dt1 dt2 . . . dtn =

=
∫∫

0<t1<t2<···<tn,
t1<u1, t2−t1<u2,

...,
tn−tn−1<un

λn e−λtn dt1 dt2 . . . dtn =
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=
∫ u1

0

λ dt1

∫ t1+u2

t1

λ dt2 · · ·
∫ tn−1+un

tn−1

λ e−λtn dtn.

Повторные интегралы вычислить несложно: последний (внутренний) интеграл ра-
вен ∫ tn−1+un

tn−1

λ e−λtn dtn = e−λtn−1 − e−λ(tn−1+un) = (1− e−λun)e−λtn−1 .

Видно, что не зависящий от всех tk множитель 1 − e−λun выносится, а множитель
e−λtn−1 переходит в следующий интеграл:∫ tn−2+un−1

tn−2

λ e−λtn−1 dtn−1 = e−λtn−2 − e−λ(tn−2+un−1) = (1− e−λun−1)e−λtn−2 .

Таким образом, последовательное взятие интегралов по tn, tn−1, . . . t2 в конечном
итоге даёт при всех uk > 0

F∆τ1,∆τ2,...,∆τ2
(u1, u2, . . . , un) =

= (1− e−λun)(1− e−λun−1) . . . (1− e−λu2)
∫ u1

0

λ e−λt1 dt1 =
n∏

k=1

(1− e−λuk).

Отсюда вытекает независимость случайных величин ∆τk, k = 1, 2, . . . , n, а также,
что каждая из них имеет плотность p∆τk

(uk) = e−λuk при uk > 0.

Замечание 2.1. Пусть случайная величина τ имеет экспоненциальное распре-
деление, pτ (t) = λe−λt, t > 0. Найдём условную вероятность P (t ⩽ τ < t + s | τ ⩾ t).
Имеем при t, s > 0

P (t ⩽ τ < t + s | τ ⩾ t) =
P (t ⩽ τ < t + s, τ ⩾ t)

P (τ ⩾ t)
=

P (t ⩽ τ < t + s)
P (τ ⩾ t)

.

Находим вероятности

P (t ⩽ τ < t + s) =
∫ t+s

t

λe−λu du = e−λt − e−λ(t+s),

P (τ ⩾ t) =
∫ ∞

t

λe−λu du = e−λt.

Отсюда условная вероятность

P (t ⩽ τ < t + s | τ ⩾ t) =
e−λt − e−λ(t+s)

e−λt
= 1− e−λs

не зависит от t и совпадает с P (0 ⩽ τ < s). Другими словами, экспоненциальное рас-
пределение не имеет «памяти»: если требование не поступило к моменту времени t,
то условная вероятность того, что оно поступит в следующие s единиц времени,
не зависит от t, т. е. от того, как долго мы ждали поступления этого требования
раньше.
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Замечание 2.2. Поскольку τk = ∆τ1 + · · · + ∆τk, получаем, что сумма незави-
симых и одинаково экспоненциально (с одним параметром λ) распределённых слу-
чайных величин ∆τk, k = 1, 2, . . . , n, имеет плотность вероятности вида (2.17):

p∆τ1+···+∆τk
(t) = λ

(λt)k−1

(k − 1)!
e−λt, t > 0.

Замечание 2.3. Условие, что случайные величины ∆τk, k = 1, 2, . . . , n, незави-
симы и одинаково экспоненциально распределены, не только является следствием
того, что мы рассматриваем пуассонов поток требований, но и, наоборот, само опре-
деляет поток требований как пуассонов.

Пусть при указанных условиях τ1, τ2, . . . – случайные моменты поступления тре-
бований в некотором потоке, а ξ(t) равно количеству требований на временно́м ин-
тервале [0, t). Тогда для m > 0

ξ(t) = m ⇐⇒ τm ⩽ t < τm+1,

поэтому

P (ξ(t) = m) = P (τm ⩽ t, τm+1 > t) = P (τm ⩽ t, τm + ∆τm+1 > t),

причём τm = ∆τ1 + · · ·+ ∆τm и потому не зависит от ∆τm+1. Тогда

P (ξ(t) = m) =
∫∫
x⩽t,

x+u>t

pτm(x)p∆τm+1(u) dx du =
∫∫
x⩽t,

x+u>t

λ
(λx)m−1

(m− 1)!
e−λx · λe−λu dx du.

Здесь мы воспользовались замечанием 2.2, чтобы записать pτm
(x). Переходя к по-

вторным интегралам, имеем для m = 1, 2, . . .

P (ξ(t) = m) =
∫ t

0

λ
(λx)m−1

(m− 1)!
e−λx dx

∫ ∞

t−x

e−λu du =

=
∫ t

0

λ
(λx)m−1

(m− 1)!
e−λxe−λ(t−x) dx = e−λt

∫ t

0

(λx)m−1

(m− 1)!
dx =

(λt)m

m!
e−λt.

Очевидно P (ξ(t) = 0 = P (τ0 ⩾ t) = e−λt. Таким образом, мы получили, что любое
сечение ξ(t) распределено по Пуассону. Если потребовать (или доказать), что этот
процесс имеет независимые приращения и однороден во времени, то мы получим,
что ξ(t), t ⩾ 0, – процесс Пуассона.

Пример 2.4. Пусть случайные величины α1, α2, . . . независимы и имеют оди-
наковые математическое ожидание и дисперсию, Mαj = a, Dαj = d2. Положим
P (α0 = 0) = 1. Определим N(t), t ⩾ 0, как процесс Пуассона с интенсивностью λ,
причём любое сечение этого процесса и случайные величины α1, α2, . . . будем также
считать независимыми. Случайный процесс ξ(t) задан формулой

ξ(t) =
N(t)∑
j=0

αj , t ⩾ 0.

Найдём математическое ожидание и ковариационную функцию процесса ξ(t).
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Решение. Возьмём полную группу событий N(t) = n, где n = 0, 1, 2, . . . , и раз-
ложим одномерную функцию распределения процесса ξ(t) по этой полной группе:

Fξ(x, t) =
∞∑

k=0

P (ξ(t) < x |N(t) = n)P (N(t) = n) =
∞∑

k=0

Fξ(x, t |N(t) = n)P (N(t) = n),

где через Fξ( · |N(t) = n) мы обозначили условную (при условии N(t) = n) одномер-
ную функцию распределения случайного процесса. Тогда математическое ожида-
ние случайного процесса ξ(t) также разложится в сумму условных математических
ожиданий (здесь мы не приводим строгого математического обоснования законности
перестановки интеграла и суммы):

Mξ(t) =
∫ ∞

−∞
x dFξ(x, t) =

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
x dFξ(x, t |N(t) = n)P (N(t) = n) =

=
∞∑

n=0

M(ξ(t) |N(t) = n)P (N(t) = n).

Далее, по условию

P (N(t) = n) =
(λt)n

n!
e−λt

и, самое главное,

M(ξ(t) |N(t) = n) = M

( N(t)∑
j=0

αj

∣∣∣∣ N(t) = n

)
= M

( n∑
j=0

αj

∣∣∣∣ N(t) = n

)
=

= M

n∑
j=0

αj =
n∑

j=1

Mαj = an, (2.22)

где при переходе от условного математического ожидания к безусловному (при пе-
реходе на вторую строку формулы) мы воспользовались независимостью случайных
величин N(t) и α0, α1, α2 . . . . Также мы учли, что Mαj = a при j > 0 и Mα0 = 0.
Таким образом,

Mξ(t) = a

∞∑
n=0

n · (λt)n

n!
e−λt = aλt. (2.23)

Здесь при вычислении суммы мы использовали тот факт, что она определяет мате-
матическое ожидание случайной величины, распределённой по Пуассону с парамет-
ром λt.

Для расчёта ковариационной функции мы воспользуемся аналогичным приёмом,
но теперь полная группа событий будет связана с возможными значениями двух раз-
личных сечений случайного процесса. Кроме того, следует учесть, что приращение
N(t+s)−N(s) при t, s > 0 распределено по Пуассону и принимает неотрицательные
целые значения, следовательно, N(t + s) ⩾ N(t) с вероятностью единица. В соот-
ветствии с этим выберем полную группу событий как

N(s) = m, m = 0, 1, 2, . . . , N(t + s) = n + m, n = 0, 1, 2, . . . .
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При этом в силу независимости приращений процесса N(t), t ⩾ 0,

P (N(s) = m, N(t + s) = n + m) = P (N(s)−N(0) = m, N(t + s)−N(s) = n) =

= P (N(s)−N(0) = m) · P (N(t + s)−N(s) = n) =

=
(λs)m

m!
e−λs · (λt)n

n!
e−λt = Ps(m)Pt(n),

в правой части для краткости мы ввели обозначения для пуассоновых вероятностей

Ps(m) = P (N(s) = m) =
(λs)m

m!
e−λs,

Pt(n) = P (N(t) = n) = P (N(t + s)−N(s) = n) =
(λt)n

n!
e−λt.

Итак, имеем по аналогии с (2.22)

Mξ(s)ξ(t + s) =

=
∞∑

m=0

∞∑
n=0

M

( N(s)∑
j=0

αj

N(t+s)∑
k=0

αk

∣∣∣∣ N(s) = m, N(t + s) = n + m

)
×

× P (N(s) = m, N(t + s) = n + m) =

=
∞∑

m=0

∞∑
n=0

M

m∑
j=0

αj

n+m∑
k=0

αk · Ps(m)Pt(n) =

=
∞∑

m=0

∞∑
n=0

Ps(m)Pt(n) ·
m∑

j=0

n+m∑
k=0

Mαjαk.

Теперь найдём Mαjαk. Очевидно,

Mαjαk =

{
Mαj ·Mαk, j ̸= k,

Mα2
k, j = k,

и (поскольку неслучайная величина α0 = 0 независима с остальными αk)

Mαj ·Mαk =

{
a2, k ̸= j, k, j > 0,

0, k ̸= j, k · j = 0,
Mα2

k =

{
a2 + d2, k > 0,

0, k = 0.

Таким образом,

m∑
j=0

n+m∑
k=0

Mαjαk =
m∑

j=1

n+m∑
k=1

Mαjαk =
m∑

j=1

n+m∑
k=1

(a2 + δjkd2) =

= a2 ·m(m + n) + d2 ·m = a2m2 + a2mn + d2m. (2.24)

Теперь подставляем полученные выражения в разложение по полной группе со-
бытий. Имеем

∞∑
m=0

∞∑
n=0

mPs(m)Pt(n) =
∞∑

m=0

mPs(m) ·
∞∑

n=0

Pt(n) = λs,
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∞∑
m=0

∞∑
n=0

m2Ps(m)Pt(n) =
∞∑

m=0

m2Ps(m) ·
∞∑

n=0

Pt(n) = λs + (λs)2,

где, суммируя по m, мы нашли математические ожидания случайных величин N(s)
и N2(s), а суммируя по n, учли условие нормировки распределения случайной ве-
личины N(t + s)−N(t). Наконец,

∞∑
m=0

∞∑
n=0

mnPs(m)Pt(n) =
∞∑

m=0

mPs(m) ·
∞∑

n=0

nPt(n) = λs · λt.

Собираем все полученные результаты (см. правую часть равенства (2.24)):

Mξ(s)ξ(t + s) = a2
(
λs + (λs)2

)
+ a2λs · λt + d2λs.

Отсюда, принимая во внимание уже найденное математическое ожидание (2.23),
получаем

R(s, t + s) = Mξ(s)ξ(t + s)−Mξ(s) ·Mξ(t + s) =

= a2
(
λs + (λs)2

)
+ a2λs · λt + d2λs− aλs · aλ(t + s).

Приведём подобные слагаемые: R(s, t + s) = λs(a2 + d2). Видно, что значение кова-
риационной функции определяется значением меньшего из её аргументов, как это
бывает у процессов с независимыми приращениями.

В заключение рассмотрим процесс, в некотором роде обратный к процессу Пуас-
сона. Пусть в составе некоторой системы имеется устройство, которое работает
в течение случайного времени τ , после чего отказывает. Непосредственно после от-
каза устройство мгновенно заменяют на аналогичное. Таким образом, время работы
системы до n-го отказа есть случайная величина

Sn = τ1 + · · ·+ τn, (2.25)

где τk – время работы k-го устройства. Мы будем считать, что случайные величи-
ны τ1, τ2, . . . , τn независимы при любом n и одинаково распределены. Определим
случайный процесс ξ(t), t > 0, формулой

ξ(t) = max{n | τ1 + · · ·+ τn < t}, t > 0, (2.26)

таким образом, ξ(t) – количество отказов, случившихся вплоть до момента времени t

(на промежутке [0, t)). Процесс ξ(t) называется процессом восстановления.

3. ОДНОМЕРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ БЛУЖДАНИЯ

Далее мы рассмотрим один из самых важных в теории случайных процессов –
процесс Винера. Однако сначала рассмотрим дискретное приближение для процесса
Винера – случайные блуждания по вещественной прямой.

Пусть точечная частицу в моменты времени t = 0, 1, . . . прыгает вправо на рассто-
яние единица с вероятностью p или влево с вероятностью q, p + q = 1. Вероятности
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скачков не зависят от положения частицы и предыстории её движения. Назовём та-
кую модель (простейшими) случайными блужданиями. Обозначим как ξn координа-
ту частицы непосредственно после n-го прыжка, т. е. в момент времени n = 1, 2 . . . .
Пусть ξ0 – её координата в начальный момент времени. Начальное положение ча-
стицы будем считать фиксированным, P (ξ0 = m0) = 1. Тогда, очевидно,

P (ξ0 = m0, ξ1 = m1, . . . , ξn = mn) = P (ξn = mn, . . . , ξ1 = m1 | ξ0 = m0),

и далее мы будем пользоваться обеими формами представления этой вероятности.
По сути мы получили случайный процесс ξs, s = 0, 1, 2, . . . , с дискретным временем.

Пусть целое число d равно смещению частицы за n шагов. Смещение однозначно
связано с числом k прыжков вправо формулой d = 1 · k + (−1) · (n − k) = 2k − n.
Вероятность того, что среди n прыжков будет ровно k прыжков вправо (или, что
то же самое, n− k прыжков влево) задаётся как биномиальная вероятность. Таким
образом, получаем распределение случайной величины ξn при условии, что ξ0 = m:

P (ξn = m0 + d | ξ0 = m0) = Ck
npkqn−k, k =

n + d

2
, d = 0,±1,±2, . . . (3.1)

при этом обязательно k ∈ {0, 1, . . . , n}. Если это условие не выполнено, вероят-
ность равна нулю. Такое ограничение, во-первых, означает что целые числа n и d

обязательно должны иметь одну чётность (быть оба либо чётными, либо нечётны-
ми). Во-вторых, это условие влечёт |d| < n, что, впрочем, очевидно: за n прыжков
длины 1 нельзя уйти от начальной точки дальше, чем на n. Заметим, что веро-
ятность (3.1) не зависит от начального положения m0 частицы и полностью опре-
деляется (при заданной p) числом шагов n и смещением d. Далее в этом разделе
договоримся считать, что Ck

n = 0, если k /∈ {0, 1, . . . , n}.
Траектория процесса ξn, n = 0, 1, 2, . . . .
Сопоставим движению частицы за n шагов множество точек (s, ξs), s = 0, 1, . . . , n,

на плоскости переменных (t, x). Для наглядности соединим эти точки отрезками
прямых, получится непрерывная ломаная Ln(m0, mn) из n звеньев, начинающаяся
из точки (0, m0) и заканчивающаяся в точке (n, mn), которую можно рассматривать
как траекторию процесса ξs, s = 0, 1, . . . , n, с дискретным временем. Для любой
реализации ξ0 = m0, ξ1 = m1, . . . , ξn = mn случайного блуждания s-е звено ломаной
начинается в точке (s, ms−1) и заканчивается в точке (s, ms), где ms = ms−1 + 1
(и тогда мы говорим, что звено направлено вверх) или ms = ms−1 − 1 (тогда звено
направлено вниз). Количество звеньев ломаной мы далее называем её длиной.

Вероятность того, что частица пройдёт по заданной траектории в силу независи-
мости прыжков равна

P (ξ0 = m0, ξ1 = m1, . . . , ξn = mn) = pkqn−k,

где k – количество звеньев, направленных вверх, n − k равно количеству звеньев,
направленных вниз. Как мы уже отмечали, число k полностью определяется коли-
чеством прыжков n и смещением d = mn − m0. Поэтому для любой траектории,
ведущей из точки (0, m0) в точку (n, mn), вероятность прохода именно по этой тра-
ектории одна и та же: она равна pkqn−k, где k = n+d

2 , n − k = n−d
2 , d = mn −m0.

При этом у нас существуют Ck
n траекторий из (0, m0) в (n, mn). Это даёт нам фор-

мулу (3.1) для вероятности прохода из (0, m0) в (n, mn) по любой из возможных
траекторий.
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Заметим, что начальная и конечная точка траектории при заданном общем коли-
честве прыжков однозначно фиксируют количество прыжков вправо, следователь-
но, вероятность любого перемещения при фиксированных начальной и конечной
точках будет содержать множитель pkqn−k. Различные условия, ограничивающие
произвольность перемещения, влияют только на количество разрешённых траекто-
рий, т. е. на множитель перед pkqn−k.

Вероятность прохода через промежуточную точку. Предположим, что на-
ряду с начальной и конечной фиксирована некоторая промежуточная точка блуж-
даний: ξu = mu, натуральное u < n и mu фиксировано. Тогда согласно нашему
замечанию при фиксированных конечной и начальной точках траектории имеем

P (ξn = mn, ξu = mu, ξ0 = m0) = N ′ · pkqn−k, k = n+mn−m0
2 , n− k = n−(mn−m0)

2 ,

где N ′ – количество траекторий из точки (0, m0) в точку (n, mn), проходящих через
точку (u, mu). Это количество равно N ′ = N1 ·N2, где N1 – количество траекторий
из (0, m0) в точку (u, mu), N2 – количество траекторий из (u, mu) в точку (n, mn),

N1 = Ck1
u , k1 =

u + mu −m0

2
, N2 = Ck2

n−u, k2 =
n− u + mn −mu

2
.

Мы видим, что k = k1 + k2, n− k = (u− k1) + (n− u− k2). Поэтому

P (ξn = mn, ξu = mu, ξ0 = m0) = Ck1
u pk1qu−k1 · Ck2

n−upk2qn−u−k2 .

Мы получили, что если блуждание можно разбить на части некоторыми промежу-
точными фиксированными точками, то блуждания на отдельных временны́х отрез-
ках независимы. Если обозначить вероятность прохода из точки с координатой a

в точку с координатой b за n шагов как Pn(a, b), то мы получаем достаточно оче-
видное свойство:

Pn1+n2(a, b) = Pn1(a, c) · Pn2(c, b)

для любой промежуточной точки c, в которой частица может находиться в момент
времени t = n1.

Вероятность прохода без попадания в ноль. Для некоторых задач бывает
важно найти вероятность того, что частица, стартовав из точки m > 0, за n шагов
пришла в точку m + d > 0 и при этом ни разу не попала в точку с координатой
x = 0:

P+
n (m, m + d) = P (ξn = m + d, ξn−1 ̸= 0, . . . , ξ1 ̸= 0 | ξ0 = m). (3.2)

Другими словами, мы ищем вероятность того, что траектория Ln(m, m+d) целиком
лежит выше горизонтальной оси. Как мы уже отмечали, вероятность прохода по
любой траектории Ln(m, m + d) равна pkqn−k, где k = (n + d)/2, поэтому вероят-
ность (3.2) равна

P+
n (m, m + d) = N+

n (m, m + d) · pkqn−k = (Ck
n −Nn(m, m + d)) · pkqn−k, (3.3)

где N+
n (m, m + d) – число траекторий из m в m + d длины n, не пересекающих

горизонтальную ось x = 0 и не касающихся этой оси, Ck
n – полное число траекторий
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Рис. 1. Принцип отражения.

из m в m + d длины n, а Nn(m, m + d) – число траекторий из m в m + d длины n,
хотя бы один раз проходящих через точку с x = 0.

Найдём Nn(m, m + d). Чему равно Nn(m, m + d), мы получим с помощью так
называемого принципа отражения.

Утверждение 3.1. Пусть m0 > 0 и m0 + d > 0. Для прохода за n шагов из
точки x = m0 в точку x = m0 + d с заходом в ноль количество благоприятных
траекторий равно

Nn(m, m + d) = C k̄
n, где k̄ =

n + 2m + d

2
= k + m ∈ {0, 1, . . . , n}. (3.4)

Если k̄ /∈ {0, 1, . . . , n}, то Nn(m, m + d) = 0, другими словами, проход из точки m

в точку m + d с заходом в ноль невозможен.

Доказательство. Возьмём любую траекторию Ln(m, m + d), которая начина-
ется в точке (0, m), заканчивается в точке (n, m + d) и хотя бы один раз пересекает
ось t или касается её.

Введем k∗ – минимальный номер шага, для которого ξk∗ = 0, т. е. k∗ – момент
первого пересечения или касания траекторией Ln(m, m + d) оси x = 0. Сопоставим
траектории Ln(m, m+d) траекторию L̃n(−m, m+d), идущую из точки (0,−m) в точ-
ку (n, m + d) по следующему правилу. Часть траектории L̃n(−m, m + d), лежащая
левее точки (k∗, 0), получена симметричным отражением такой же части траекто-
рии Ln(m, m + d) относительно оси t (заметим, что в моменты времени t < k∗ часть
траектории Ln(m, m + d) лежит строго выше оси, следовательно, часть траектории
L̃n(−m, m + d) лежит строго ниже оси), а в последующих точках обе траектории
совпадают (см. рис. 1).

Любое блуждание, начинающееся в точке −m < 0 и заканчивающееся в точке
m + d > 0, с необходимостью пройдет через точку 0 (начав левее нуля и закон-
чив правее нуля, частица проходит все промежуточные целочисленные точки, так
как прыжки имеют длину 1). Рассмотрим какую-либо траекторию L̃n(−m, m + d),
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отвечающую этому блужданию. Как и выше, обозначим через k∗ минимальный
номер шага, для которого ξk∗ = 0 (момент первого пересечения или касания оси),
и отразим симметрично относительно оси t часть этой траектории, лежащую левее
точки (k∗, 0), а при t ⩾ k∗ продолжим двигаться по траектории L̃n(−m, m+d). В ре-
зультате получим траекторию Ln(m, m + d), которая также проходит через точку
(k∗, 0), т. е. пересекает ось t или касается ее.

Таким образом, блуждание из m в m + d, проходящее через ноль, и любое блуж-
дание из точки −m в точку m + d находятся во взаимно однозначном соответствии.
Количество траекторий вида L̃n(−m, m + d) равно C k̄

n, где k̄ = (n + 2m + d)/2, по-
скольку в данном случае смещение частицы равно d = 2m + d. В силу взаимно
однозначного соответствия количество траекторий вида L̄n(−m, m + d) совпадает
с количеством траекторий вида Ln(m, m + d), т. е.

Nn(m, m + d) = C k̄
n.

Формула (3.4) доказана.

Подставим полученный результат в (3.3). Итак, для m > 0 и m + d > 0 имеем

P+
n (m, m + d) = (Ck

n − C k̄
n)pkqn−k, k =

n + d

2
, k̄ =

n + 2m + d

2
= k + m. (3.5)

Как и в формуле (3.1), числа k = (n + d)/2 и k̄ = (n + 2m + d)/2 должны принадле-
жать множеству {0, 1, . . . , n}, иначе соответствующий биномиальный коэффициент
по нашей договорённости равен нулю.

Первое возвращение в исходную точку. Будем считать, что частица начи-
нает движение из точки m = 0. Обозначим через R2r событие, заключающееся
в том, что частица в первый раз вернулась в начальную точку в момент t = 2r > 0
(для возврата в исходную точку, очевидно, требуется чётное число шагов). Найдём

P (R2r) = P (ξ2r = 0, ξ2r−1 ̸= 0, . . . , ξ1 ̸= 0 | ξ0 = 0).

Если ξ0 = 0, то либо ξ1 = 1, либо ξ1 = −1. В соответствии с этим представим R2r

в виде R2r = R+
2r +R−2r (как обычно в теории вероятностей сумма – это объединение

несовместных событий), при этом отвечающая событию R+
2r траектория L+

2r(0, 0)
лежит строго выше оси t всюду, кроме точек (0, 0) и (2r, 0). Поскольку частица
совершает только прыжки длины 1, это возможно, только если при t = 1 и t = 2r−1
частица находилась в точке с координатой x = 1, и мы имеем

P (R+
2r) = P (ξ2r = 0, ξ2r−1 = 1, ξ2r−2 > 0, . . . , ξ2 > 0, ξ1 = 1 | ξ0 = 0).

Пусть сначала r = 1. Событие R±2 означает, что частица за два шага вернулась
в исходную точку, т. е. совершила два прыжка в разные стороны, поэтому мы имеем
P (R±2 ) = pq и P (R2r) = 2pq.

При r > 1 мы можем записать следующее равенство для перехода

0−→
1

1 −→
2r−2

1−→
1

0,
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где числа на строке означают координаты точек, а числа под стрелочками – коли-
чество шагов, за которые совершается указанный переход:

P (R+
2r) = p · P+

2r−2(1, 1) · q = p · (Cr−1
2r−2 − Cr

2r−2)p
r−1qr−1 · q.

Здесь мы учли независимость блужданий на отдельных участках траектории и тот
факт, что переход из 1 в 1 происходит без захода в ноль, поэтому мы можем вос-
пользоваться формулой (3.5) при m = m + d = 1, n = 2r− 2 для подсчёта вероятно-
сти P+

2r−2(1, 1).
Сделаем тривиальные преобразования:

Cr−1
2r−2 − Cr

2r−2 =
(2r − 2)!

(r − 1)!(r − 1)!

(
1− r − 1

r

)
=

(2r − 2)!
(r − 1)!(r − 1)!r

=

=
(2r − 2)!(2r − 1)2r

(r − 1)!(r − 1)!r(2r − 1)2r
=

1
2

(2r)!
r!r!(2r − 1)

=
1
2

Cr
2r

2r − 1
.

Тогда

P (R+
2r) =

1
2

Cr
2r

2r − 1
(pq)r.

Вероятность P (R−2r) блуждания из точки m = 0 в точку m2r = 0 с дополнитель-
ным ограничением m1 = −1, m2 < 0, . . . ,m2r−2 < 0, m2r−1 = −1 получается из
P (R−2r) взаимной заменой p на q, поэтому P (R−2r) = P (R+

2r) для r > 1. С учётом
P (R2r) = 2pq окончательно получаем

P (R2r) = P (R−2r) + P (R+
2r) =

Cr
2r

2r − 1
(pq)r, r = 1, 2, . . . . (3.6)

Рассмотрим событие R, которое заключается в том, что частица когда-либо вер-
нется в исходную точку. Имеем

P (R) = P

( ∞∑
r=1

R2r

)
=

∞∑
r=1

P (R2r) =
∞∑

r=1

Cr
2r

2r − 1
(pq)r.

Для любых p, q ⩾ 0 при p+ q = 1 получаем оценку 0 ⩽ pq ⩽ 1/4. Степенной ряд при
этом сходится,

P (R) =
∞∑

r=1

Cr
2r

2r − 1
(pq)r = 1−

√
1− 4pq.

В случае p = q = 1/2 получаем P (R) = 1, и частица всегда (с вероятностью единица)
возвращается в исходную точку. Если p ̸= q, то P (R) < 1, в предельном случае p = 0
или q = 0 вероятность возврата равна нулю, что, впрочем, является очевидным
фактом, поскольку в этом случае частица совершает детерминированное движение
в одном направлении.

3.1. Общий случай возвращений в исходную точку. Пусть V2n – событие,
заключающееся в том, что частица в момент времени t = 2n оказалась в начальной
точке, при этом неважно, была ли она в этой точке ранее или нет. При n = 1, 2, . . .
в соответствии с (3.1)

P (V2n) = P2n(0, 0) = Cn
2n(pq)n, (3.7)
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поскольку событие V2n происходит тогда и только тогда, когда частица за 2n шагов
сместилась на расстояние d = 0.

Выведем ещё одну полезную формулу. Представим событие V2n в виде разложе-
ния в сумму по моментам первого попадания частицы в точку ноль:

V2n =
n−1∑
r=1

R̃2r,2n + R2n,

где R̃2r,2n означает, что при 2n шагах блуждания первое возвращение в ноль про-
изошло в момент времени 2r < 2n, далее частица двигалась произвольным образом
(возможно, вновь возвращаясь в ноль) и при t = 2n опять же оказалась в нуле.
Найдём

P (R̃2r,2n) = P (ξ2n = 0, ξ2r = 0, ξ2r−1 ̸= 0, . . . , ξ1 ̸= 0, | ξ0 = 0).

Заметим, что в силу независимости блужданий до 2r-го шага и после него

P (R̃2r,2n) = P (R2r) · P2n−2r(0, 0) = P (R2r)P (V2n−2r). (3.8)

Таким образом,

P (V2n) =
n−1∑
r=1

P (V2n−2r)P (R2r) + R2n =
n∑

r=1

P (V2n−2r)P (R2r), (3.9)

где мы учли, что P (V0) = P (ξ0 = 0) = 1.

Последние возвращения. Найдем вероятность того, что, стартовав из точки
m = 0, частица в моменты времени t = 2, 4, . . . , 2n не вернется в начало координат.
Обозначим указанное событие через B2n, n = 1, 2, . . . . Учитывая результат первого
шага, запишем

P (B2n) = P (ξ2n ̸= 0, . . . , ξ2 ̸= 0, ξ1 ̸= 0 | ξ0 = 0) = P (B+
2n) + P (B−

2n),

P (B+
2n) = P (ξ2n > 0, . . . , ξ2 > 0, ξ1 = 1 | ξ0 = 0),

P (B+
2n) = P (ξ2n < 0, . . . , ξ2 < 0, ξ1 = −1 | ξ0 = 0).

Разложим событие B+
2n по полной группе событий, отвечающих возможным поло-

жениям частицы на (2n)-м шаге. Очевидно, что за 2n шагов частица смещается на
расстояние 1 ·k+(−1) ·(2n−k) = 2k−2n, где k = 0, . . . , 2n – число шагов вправо, т. е.
смещение является чётным числом. Кроме того, с необходимостью ξ2n ⩽ 2n и по
условию (в рамках события B+

2n) мы имеем ξ2n > 0, поэтому ξ2n = 2m, m = 1, . . . , n.
Получаем

P (B+
2n) =

n∑
m=1

P (ξ2n = 2m, ξ2n−1 > 0, . . . , ξ2 > 0, ξ1 = 1 | ξ0 = 0) =

=
n∑

m=1

P+
2n−1(1, 2m) · p (3.10)

и
P+

2n−1(1, 2m) = (Cn+m−1
2n−1 − Cn+m

2n−1)p
n+m−1qn−m, m = 1, . . . , n− 1.
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При m = n существует ровно один путь из точки (1, 1) в точку (2n, 2n), и он
не проходит через ноль (все прыжки совершаются вправо). Таким образом, в дан-
ном случае P+

2n−1(1, 2n) = p2n−1, и мы можем записать по аналогии с предыдущим
равенством

P+
2n−1(1, 2m)

∣∣
m=n

= Cn+m−1
2n−1 pn+m−1qn−m.

Подставим полученные выражения в (3.10):

P (B+
2n) =

n∑
m=1

Cn+m−1
2n−1 pn+mqn−m −

n−1∑
m=1

Cn+m
2n−1p

n+mqn−m =

=
n∑

m=1

Cn−m
2n−1p

n+mqn−m −
n∑

m=1

Cn−m
2n−1p

n+m−1qn−m+1 + Cn−1
2n−1p

nqn,

где мы произвели во второй сумме сдвиг индекса m 7→ m + 1 (при этом суммиро-
вание происходит по m = 2, . . . , n), добавили и вычли одно слагаемое с m = 1, и
использовали равенство Cn+m−1

2n−1 = Cn−m
2n−1.

В результате получаем

P (B+
2n) =

n∑
m=1

Cn−m
2n−1p

n+mqn−m

(
1− q

p

)
+ Cn−1

2n−1p
nqn. (3.11)

Вероятность P (B−
2n) получается из P (B+

2n) взаимной заменой p на q:

P (B−
2n) =

n∑
m=1

Cn−m
2n−1p

n−mqn+m

(
1− p

q

)
+ Cn−1

2n−1p
nqn. (3.12)

Дальнейшие рассуждения будем проводить для симметричных блужданий,
т.е. для случая p = q = 1/2. Тогда в выражениях (3.11) и (3.12) останется только
одно слагаемое (вне суммы), и мы получаем при p = q = 1/2

P (B2n) = P (ξ2n ̸= 0, . . . , ξ2 ̸= 0, ξ1 ̸= 0 | ξ0 = 0) =

= 2Cn−1
2n−1p

nqn =
2n(2n− 1)!

n(n− 1)!(n− 1)!
(pq)n = Cn

2n(pq)n =
Cn

2n

4n
. (3.13)

Введем случайную величину α2n, равную номеру шага, при котором произошло
последнее возвращение в начальную точку при 2n шагах блуждания. Выпишем
распределение случайной величины α2n:

P (α2n = 2s) = P (ξ2n ̸= 0, . . . , ξ2s+1 ̸= 0, ξ2s = 0 | ξ0 = 0) =

= P (ξ2n ̸= 0, . . . , ξ2s+1 ̸= 0 | ξ2s = 0)P (ξ2s = 0 | ξ0 = 0) =

= P (B2n−2s)P (V2s), s = 1, . . . , n− 1,

или, в явном виде, с учётом (3.7) и (3.13) при p = q = 1/2

P (α2n = 2s) = Cn−s
2n−2s(pq)n−s · Cs

2s(pq)s =
Cs

2sC
n−s
2n−2s

4n
, s = 1, . . . , n− 1. (3.14)
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При s = 0 событие α2n = 0 равносильно тому, что частица за 2n шагов ни разу не
вернулась в исходную точку, т. е. событию B2n. Формула (3.14) при этом приобре-
тает вид P (α2n = 0) = P (B2n) = Cn

2n/4n в соответствии с (3.13). При s = n событие
P (α2n = 2n) рассчитывается по формуле

P (α2n = 2n) = P (ξ2n = 0 | ξ0 = 0) = P (V2n) =
Cn

2n

4n
.

Таким образом, с учётом равенства C0
0 = 1 формулу (3.14) можно распространить

на все допустимые значения s:

P (α2n = 2s) = Cn−s
2n−2s(pq)n−s · Cs

2s(pq)s =
Cs

2sC
n−s
2n−2s

4n
, s = 0, . . . , n. (3.15)

Легко видеть, что P (α2n = 2s) = P (α2n = 2n − 2s). Другими словами, для послед-
него возврата в начало вероятность на раннем шаге с номером 2s такая же, как
аналогичная вероятность на соответствующем шаге 2n− 2s, близком к концу. При
больших n можно применить формулу Стирлинга n! ≈

√
2πn · nne−n и записать

приближённую формулу для (3.15) в случае больших n, s, n− s:

P (α2n = 2s) ≈
√

2π2s(2s)2se−2s
√

2π(2n− 2s)(2n− 2s)2n−2se−(2n−2s)(√
2πs(s)se−s

)2(√2π(n− s)(n− s)n−se−(n−s)
)24s

=

=
1
π

1√
s(n− s)

=
1

πn

1√
z(1− z)

, z =
s

n
, 0 < z < 1.

В последнем выражении симметрия s ↔ n − s, которой соответствует z ↔ 1 − z,
становится ещё более явной. При z ≳ 0 или z ≲ 1 мала величина s или n − s

соответственно, поэтому асимптотика работает плохо. Тем не менее из последней
формулы можно увидеть, что момент последнего возвращения частицы в ноль будет
с большей вероятностью принимать малые или большие, чем средние значения (ми-
нимум вероятности находится в точке z = 1/2, что отвечает s = n/2). Удивительно,
что малые и большие значения времени последнего возвращения равновероятны.

Сравнивая (3.15) с формулой (3.7) при p = q = 1/2, видим, что

P (α2n = 2s) = P (V2s)P (V2n−2s), s = 0, . . . , n. (3.16)

Распределение времени пребывания на одной стороне. Для симметрич-
ных блужданий введем случайную величину β2n, которая равна 2k, если из 2n зве-
ньев ломаной L2n(0, m2n) ровно 2k звеньев лежат не ниже оси t и, соответственно,
ровно 2n− 2k звеньев лежат не выше оси t. Найдем распределение случайной вели-
чины β2n.

Прежде всего рассмотрим случай β2n = 2n, когда вся траектория находится
в верхней полуплоскости и найдем

P (β2n = 2n) = P (ξ2n ⩾ 0, . . . , ξ1 ⩾ 0 | ξ0 = 0).

Как и выше, разложим эту вероятность по возможным положениям частицы на
(2n)-м шаге (мы уже отмечали, что если число шагов чётно, то и смещение – чётное
число, при условии неотрицательности реализаций лежащее в пределах от 0 до 2n):

P (β2n = 2n) =
n∑

m=0

P (ξ2n = 2m, ξ2n−1 ⩾ 0, . . . , ξ1 ⩾ 0 | ξ0 = 0).
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Очевидно, что при m < n

P (ξ2n = 2m, ξ2n−1 ⩾ 0, . . . , ξ1 ⩾ 0 | ξ0 = 0) =

= P (ξ2n + 1 = 2m + 1, ξ2n−1 + 1 ⩾ 1, . . . , ξ1 + 1 ⩾ 1 | ξ0 + 1 = 1) =

= P (ξ̃2n = 2m + 1, ξ̃2n−1 > 0, . . . , ξ̃1 > 0 | ξ̃0 = 1)). (3.17)

Здесь мы ввели случайный процесс ξ̃j = ξj + 1, j = 1, 2 . . . . Он имеет те же веро-
ятностные свойства, что случайный процесс ξj , j = 1, 2 . . . , но стартует из точки 1.
Вероятность в правой части равенства (3.17) есть вероятность прохода по любой
траектории, начинающейся в точке (0, 1), заканчивающейся в точке (2n, 2m + 1)
и целиком лежащей выше оси t. Таким образом,

P (ξ2n = 2m, ξ2n−1 ⩾ 0, . . . , ξ1 ⩾ 0 | ξ0 = 0) =

= P+
2n(1, 2m + 1) = (Cn+m

2n − Cn+m+1
2n )pn+mqn+m. (3.18)

При m = n мы имеем P (ξ0 = 0, ξ1 ⩾ 0, . . . , ξ2n = 2m) = p2n, потому что достичь
точки m = 2n за 2n шагов можно, только когда все скачки совершаются вправо. Мы
можем считать, что в случае m = n в правой части равенства (3.18) от выражения
в скобках остаётся только первое слагаемое.

Подставим эти выражения в сумму и учтем, что p = q = 1/2, получим

4n · P (β2n = 2n) =
n∑

m=0

Cn+m
2n −

n−1∑
m=0

Cn+m+1
2n =

n∑
m=0

Cn+m
2n −

n∑
m=1

Cn+m
2n = Cn

2n

или, сравнивая с (3.14),

P (β2n = 2n) = P (α2n = 2n) =
Cn

2n

4n
.

Легко показать, что аналогичное утверждение имеет место и при m = 0:

P (β2n = 0) = P (α2n = 0) =
Cn

2n

4n
. (3.19)

Покажем, что распределения случайных величин α2n, β2n полностью совпадают:

P (β2n = 2m) = P (α2n = 2m), m = 0, 1, . . . , n. (3.20)

Найдем вероятность того, что β2n = 2m при 0 < m < n. В этом случае в траек-
тории блуждания присутствуют звенья, лежащие как снизу, так и сверху от оси t.
Следовательно, хотя бы один раз частица вернулась в точку ноль. Пусть 2r – номер
первого возвращения, т. е. произошло событие R2r. Напишем формальное разложе-
ние по полной группе событий {R2r}r=1,n:

P (β2n = 2m) =
n∑

r=1

P
(
{β2n = 2m} ∩R2r

)
=

n∑
r=1

P
(
{β2n = 2m)} ∩ (R+

2r + R−2r)
)

=

=
n∑

r=1

P
(
{β2n = 2m)} ∩ (R+

2r

)
+

n∑
r=1

P
(
{β2n = 2m)} ∩R−2r)

)
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(в последнем выражении мы использовали формулу (3.6)). Если произошли оба
события β2n = 2m и R+

2r, то, с одной стороны, ровно 2m звеньев лежат не ниже
оси t; с другой стороны, 2r первых звеньев заведомо лежат в верхней полуплоскости.
Поэтому, если r > m, события β2n = 2m и R+

2r несовместны. Аналогично, если
произошли события β2n = 2m и R−2r, то в траектории имеются ровно 2n−2m звеньев
в нижней полуплоскости и в то же время заведомо присутствуют 2r таких звеньев.
Отсюда, если r > n−m, события β2n = 2m и R−2r несовместны. Итак,

P (β2n = 2m) =
m∑

r=1

P
(
{β2n = 2m} ∩R+

2r

)
+

n−m∑
r=1

P
(
{β2n = 2m} ∩R−2r

)
.

Рассмотрим каждое слагаемое в суммах по отдельности. Если первое возвраще-
ние произошло в момент времени t = 2r, т. е. произошло событие R+

2r, то первые
2r звеньев траектории лежат в верхней полуплоскости. Если при этом β2n = 2m,
то во всей ломаной в верхней полуплоскости лежат 2m звеньев. Таким образом для
t = 2r+1, . . . , 2n в траектории L2n−2r(0, m2n), отвечающей движению частицы после
первого возвращения в ноль, ровно 2m−2r звеньев лежат в верхней полуплоскости.
Отсюда получаем

P
(
{β2n = 2m)} ∩R+

2r

)
=

=
∑
{mj}

P (ξ2n = m2n, . . . , ξ2r+1 = m2r+1, ξ2r = 0, ξ2r−1 > 0, . . . , ξ1 > 0 | ξ0 = 0) =

=
∑
{mj}

P (R+
2r)P2n−2r(0, m2n),

где суммирование ведётся по всем наборам положений m2n, . . . ,m2r+1 частицы в мо-
менты времени t = 2r + 1, . . . , 2n, удовлетворяющим условию, что частица начала
движение из точки ноль, а далее ровно 2m−2r звеньев её траектории L2n−2r(0, m2n)
лежат в верхней полуплоскости. Процесс блужданий однороден во времени, поэто-
му второй множитель в правой части даёт в точности P (β2n−2r = 2m− 2r). Первый
множитель равен P (R+

2r) = P (R2r)/2, поскольку мы рассматриваем симметричные
блуждания.

Аналогично

P
(
{β2n = 2m)} ∩R−2r

)
= P (R−2r)P (β2n−2r = 2m) =

P (R2r)
2

P (β2n−2r = 2m).

Объединяя полученные формулы, имеем при 0 < m < n

P (β2n = 2m) =
1
2

m∑
r=1

P (R2r)P (β2n−2r = 2m− 2r) +
1
2

n−m∑
r=1

P (R2r)P (β2n−2r = 2m).

(3.21)
Заметим, что (3.21) – рекуррентное соотношение для распределения β2n. Поэтому
для доказательства равенства (3.20) воспользуемся индукцией по n. При n = 1
с помощью непосредственного анализа блужданий из нуля при условии, что ровно
2m = 0, 2 звеньев в траектории из двух звеньев лежат выше оси t, получаем

P (β2 = 0) = P (ξ0 = 0, ξ1 = −1, ξ2 = −2) + P (ξ0 = 0, ξ1 = −1, ξ2 = 0) = q2 + qp =
1
2
,
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P (β2 = 2) = P (ξ0 = 0, ξ1 = 1, ξ2 = 2) + P (ξ0 = 0, ξ1 = 1, ξ2 = 0) = p2 + qp =
1
2
,

C другой стороны, α2 – момент времени последнего возвращения в ноль при двух
шагах блужданий, и

P (α2 = 0) = P (ξ0 = 0, ξ1 = −1, ξ2 = −2) + P (ξ0 = 0, ξ1 = 1, ξ2 = 1) = q2 + p2 =
1
2
,

P (α2 = 2)P (ξ0 = 0, ξ1 = −1, ξ2 = 0) + P (ξ0 = 0, ξ1 = 1, ξ2 = 0) = 2pq =
1
2
,

и равенство (3.20) верно.
Сделаем индукционное предположение с учётом формулы (3.15). Пусть для всех

n′ ⩽ n− 1 имеет место совпадение распределений:

P (β2n′ = 2m) = P (α2n′ = 2m) = P (V2m)P (V2n′−2m), m = 0, 1, . . . , n′.

Напомним формулу (3.16), а именно P (α2n = 2m) = P (V2m)P (V2n−2m). Тогда, пере-
ходя от n−1 к n, для 1 ⩽ m ⩽ n−1, подставив в (3.21) индукционное предположение,
получаем

2P (β2n = 2m) =
m∑

r=1

P (R2r)P (β2n−2r = 2m− 2r) +
n−m∑
r=1

P (R2r)P (β2n−2r = 2m) =

=
m∑

r=1

P (R2r)P (α2n−2r = 2m− 2r) +
n−m∑
r=1

P (R2r)P (α2n−2r = 2m) =

=
m∑

r=1

P (R2r)P (V2m−2r)P (V2n−2r−(2m−2r)) +
n−m∑
r=1

P (R2r)P (V2m)P (V2n−2r−2m).

В итоге
2P (β2n = 2m) = P (V2n−2m)P (V2m) + P (V2m)P (V2n−2m),

где мы учли (3.9). Вновь используя (3.16), получаем

2P (β2n = 2m) = 2P (α2n = 2m), m = 1, . . . , n− 1.

Для m = 0, n равенство вероятностей было показано выше. Формула (3.20) доказа-
на.
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4. ПРОЦЕСС ВИНЕРА

Теперь мы перейдём к процессу Винера, который является процессом с непре-
рывным временем. Его математическое исследование достаточно сложное, поэтому
некоторые утверждения, сформулированные ниже, мы оставим без аккуратного ма-
тематического обоснования. Заметим, однако, что большинство этих утверждений
достаточно очевидны с точки зрения «здравого смысла».

Определение и основные характеристики процесса Винера.

Определение 4.1. Процесс Винера – это случайный процесс w(t), t ⩾ 0, удовле-
творяющий следующим условиям:

1) его приращения независимы, т. е. для любых 0 = t0 < t1 < · · · < tn случайные
величины w(tk)− w(tk−1), k = 1, . . . , n, независимы в совокупности;

2) процесс однороден во времени, т. е. распределение приращения w(t)−w(s) для
0 ⩽ s < t зависит только от t− s и не зависит от s;

3) приращение w(t)− w(s) является нормально распределённой случайной вели-
чиной с нулевым средним и дисперсией σ2(t−s) (здесь σ2 – положительная постоян-
ная), т. е. плотность вероятности случайной величины ∆w(t) = w(s+ t)−w(s) имеет
вид

1√
2πσ2(t− s)

e
− x2

2σ2(t−s) , −∞ < x < ∞, 0 ⩽ s < t;

4) процесс начинается в нуле: P (w(0) = 0) = 1.

Непосредственно из определения вытекает, что сечение w(t) = w(t) − w(0) про-
цесса Винера распределено нормально, одномерная плотность вероятности есть

p(x, t) =
1√

2πσ2t
e−

x2

2σ2t , −∞ < x < ∞, t > 0.

Математическое ожидание Mw(t) = 0, дисперсия Dw(t) = σ2t, а ковариационная
функция Rw(t, s) = σ2 min(t, s), как это следует из общей формулы для процессов
с независимыми приращениями.

Найдём n-мерную плотность вероятности. Пусть 0 = t0 < t1 < · · · < tn. Выразим
сечения w(tk) через приращения ∆wk = w(tk)− w(tk−1), k = 1, . . . , n:

w(t1) = w(t1)− w(0) = ∆w1,

w(t2) = w(t2)− w(t1) + w(t1)− w(t0) = ∆w1 + ∆w2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

w(tn) = w(tn)− w(tn−1) + · · ·+ w(t1)− w(0) = ∆w1 + · · ·+ ∆wn.

(4.1)

Тогда n-мерную функцию распределения можно найти по следующим формулам:

F (x1, t1; . . . ; xn, tn) def== P (w(t1) < x1, . . . , w(tn) < xn) =

= P (∆w1 < x1, . . . ,∆w1 + · · ·+ ∆wn < xn) =

=
∫

. . .

∫
z1<x1,
.........,

z1+···+zn<xn

p1(z1) . . . pn(zn) dx1 . . . dxn,
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где мы учли, что случайные величины ∆w1, . . . ,∆wn независимы, и ввели для крат-
кости обозначение pk( · ) для плотности распределения приращения ∆wk,

pk(z) =
1√

2πσ2(tk − tk−1)
e
− z2

2σ2(tk−tk−1) , −∞ < z < ∞.

Совершим в n-кратном интеграле линейную замену переменных, которая упрощает
вид области интегрирования:

y1 = z1, y2 = z1 + z2, . . . , yn = z1 + · · ·+ z1,

z1 = y1, z2 = y2 − y1, . . . , zn = yn − yn−1.

Якобиан перехода при такой замене переменных равен единице. Введём для одно-
образия формул y0 = 0, тогда zk = ∆yk = yk − yk−1 для всех k = 1, . . . , n (наша
замена в точности повторяет переход от приращений к сечениям, заданный в (4.1)).
В результате получим∫

. . .

∫
z1<x1,
.........,

z1+···+zn<xn

p1(z1) . . . pn(zn) dx1 . . . dxn =
∫

. . .

∫
y1<x1,...,yn<xn

p1(∆y1) . . . pn(∆yn) dy1 . . . dyn.

Возвращаясь к исходному равенству, имеем

F (x1, t1; . . . ; xn, tn) =
∫ x1

−∞
. . .

∫ xn

−∞
p1(∆y1) . . . pn(∆yn) dy1 . . . dyn,

таким образом, получаем n-мерную плотность (мы, как обычно положили x0 = 0)

p(x1, t1; . . . ; xn, tn) = p1(∆x1) . . . pn(∆xn), ∆xk = xk − xk−1, (4.2)

или, в явном виде, вспоминая, что pk(∆xk) = p∆ξk
(xk − xk−1),

p(x1, t1; . . . ; xn, tn) =
n∏

k=1

1√
2πσ2(tk − tk−1)

e
−

(xk−xk−1)2

2σ2(tk−tk−1) (4.3)

для любых x1, . . . ; xn ∈ R и 0 = t0 < t1 < · · · < tn (здесь t0 = 0 и x0 = 0).

Винеровский процесс как предел дискретных случайных блужданий.
Рассмотрим простейшую модель симметричных блужданий по действительной пря-
мой. Пусть в дискретные моменты времени tk = k∆t, k = 1, 2, . . . , частица со-
вершает прыжки длины ∆x влево и вправо, выбирая каждое из двух возможных
направлений случайным образом с вероятностью 1/2. Пусть w(tn) – положение ча-
стицы в момент времени tn. Представим случайную величину w(tn) в виде (здесь
∆wk = w(tk)− w(tk−1), w(0) = 0)

w(tn) = ∆w1 + · · ·+ ∆wn, P (∆wk = ∆x) = P (∆wk = −∆x) =
1
2
, k = 1, . . . , n.

Очевидно, что M∆wk = 0, M∆wk = (∆x)2/2. Если мы считаем случайные величи-
ны ∆w1, ∆w2, . . . независимыми, то к их сумме применима центральная предельная
теорема:

1√
n(∆x)2

n∑
k=1

∆wk → w∗, n →∞,
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где сходимость понимается как сходимость по распределению, величина w∗ имеет
нормальное распределение с нулевым средним и единичной дисперсией.

Теперь рассмотрим случайный процесс w(t), t ⩾ 0, с непрерывным временем как
следующий непрерывный предел описанных выше случайных блужданий: пусть
время t > 0 фиксировано, положим t = n∆t и n → ∞, причём вместе с ∆t → 0
потребуем стремления к нулю ∆x так, что

(∆x)2

∆t
= σ2 = const, 0 < σ2 < ∞. (4.4)

Тогда
1√
σ2t

w(t) =

√
∆t

σ2t

n∑
k=1

∆wk =
1√

n(∆x)2

n∑
k=1

∆wk → w∗,

другими словами, в непрерывном пределе случайная величина w(t)/
√

σ2t имеет
стандартное нормальное распределение, и это эквивалентно тому, что w(t) имеет
нормальное распределение с нулевым средним и дисперсией σ2t. Независимость
приращений и однородность процесса вытекают из соответствующих свойств слу-
чайных блужданий.

Таким образом, процесс Винера можно рассматривать как предельный вариант
дискретных случайных блужданий вдоль действительной прямой, когда промежут-
ки времени между скачками и длина скачка согласованно (см. (4.4)) стремятся к ну-
лю. Принято называть такую модель одномерным броуновским движением.

Аналитические свойства траекторий процесса Винера. Случайная вели-
чина w(t + h) − w(t) имеет нулевое среднее и дисперсию σ2h, поэтому вследствие
неравенства Чебышёва

P (|w(t + h)− w(t)| > ε) ⩽
σ2h

ε2
→ 0, h → +0,

а это означает, что w(t + h) − w(t) → 0 по вероятности, если h → +0. Ещё более
очевидно, что M

(
w(t + h) − w(t)

)2 = σ2h → 0, т. е. w(t + h) − w(t) → 0 в сред-
нем квадратичном смысле. Также имеет место сходимость с вероятностью единица,
P (w(t + h) − w(t) → 0) = 1, но показать её значительно сложнее, и мы это доказа-
тельство не приводим. С точки зрения траекторий это свойство означает, что почти
все траектории процесса Винера – функции, непрерывные в каждой точке t ⩾ 0.

Рассмотрим теперь случайную величину w(t+h)−w(t)
h , она распределена нормаль-

но с нулевым средним, но её дисперсия σ2h/h2 = σ2/h → ∞ при h → +0. Это
означает, что данная случайная величина едва ли может иметь предел при h → +0
в каком-либо смысле. Оказывается, справедливо следующее утверждение, которое
мы также оставим без доказательства:

P

{
ω ∈ Ω: существует lim

h→+0

w(t + h)− w(t)
h

хотя бы для одного t ⩾ 0
}

= 0,

то есть почти все траектории процесса Винера являются нигде не дифференцируе-
мыми функциями.
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Процесс Винера и уравнение теплопроводности. В этом пункте мы пока-
жем, как получить процесс Винера из некоторых достаточно общих предположений
о поведении одномерной плотности распределения.

Теорема 4.1. Пусть случайный процесс w(t), t ⩾ 0, является однородным про-
цессом с независимыми приращениями, начинающимся в нуле. Пусть распределе-
ние приращения ∆w(h) = w(t+h)−w(t) абсолютно непрерывно и плотность p( · , h)
распределения случайной величины ∆w(h) удовлетворяет следующим условиям:

1) частные производные ∂kp(x,t)
∂xk непрерывны по x и ограничены вплоть до тре-

тьего порядка (k = 1, 2, 3) для всех x ∈ R при любом фиксированном t > 0 и непре-
рывны по t вплоть до второго порядка (k = 1, 2) для всех t > 0 при любом фикси-
рованном x ∈ R;

2) при h → +0 имеют место асимптотические равенства для моментов слу-
чайной величины ∆w(h)

M∆w(h)
h

=
1
h

∫ ∞

−∞
xp(x, h) dx = M1 + o(h),

M(∆w(h))2

h
=

1
h

∫ ∞

−∞
x2p(x, h) dx = M2 + o(h),

M |∆w(h)|3

h
=

1
h

∫ ∞

−∞
|x|3p(x, h) dx = M3 + o(h),

(4.5)

где M1 = 0, M2 = σ2 > 0, M3 = 0.
Тогда случайная величина w(t) при каждом t > 0 имеет нормальное распределе-

ние с нулевым средним и дисперсией σ2t:

pw(t)(z) =
1√

2πσ2t
e−

z2

2σ2t , −∞ < z < ∞. (4.6)

Доказательство. Выразим случайную величину w(t + h) через приращения:
с учётом того, что по условию P (w(0) = 0) = 1:

w(t+h) = w(t+h)−w(0) = w(t+h)−w(t)+w(t)−w(0), ∆w(t+h) = ∆w(h)+∆w(t),

причём слагаемые в правой части последнего равенства суть независимые случайные
величины. Плотность распределения суммы независимых случайных величин есть
свёртка плотностей распределения слагаемых, и в наших обозначениях мы имеем

p(z, t + h) =
∫ ∞

−∞
p(z − x, t)p(x, h) dx. (4.7)

Теперь разложим p(z − x, t) в ряд Тейлора по x до третьего порядка:

p(z − x, t) = p(z, t)− x
∂p(z, t)

∂z
+

x2

2
∂2p(z, t)

∂z2
− x3

6
∂3p(z∗x, t)

∂z3
,

где z − x ⩽ z∗x ⩽ z. Первая и вторая частные производные не зависят от x и в фор-
муле (4.7) могут быть вынесены из интеграла, а третья производная по условию
ограничена на всей числовой прямой,∣∣∣∣∂3p(z∗x, t)

∂z3

∣∣∣∣ ⩽ C.
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Кроме того, с учётом нормировки плотности и условий (4.5) мы можем записать∫ ∞

−∞
p(x, t) dx = 1,

∫ ∞

−∞
xkp(x, t) dx = h

(
Mk + o(h)

)
, k = 1, 2, 3.

Подставляя все эти соотношения в (4.7), получаем

p(z, t + h) = p(z, t)− h
(
M1 + o(h)

)∂p(z, t)
∂z

+
h(M2 + o(h))

2
∂2p(z, t)

∂z2
−

−
∫ ∞

−∞

x3

6
∂3p(z∗x, t)

∂z3
p(x, t) dx. (4.8)

Последнее слагаемое в силу ограниченности третьей производной допускает оценку∣∣∣∣ ∫ ∞

−∞

x3

6
∂3p(z∗x, t)

∂z3
p(x, t) dx

∣∣∣∣ ⩽ C

∣∣∣∣ ∫ ∞

−∞
|x|3p(x, t) dx

∣∣∣∣ = C
(
M3 + o(h)

)
. (4.9)

Теперь подставим в (4.8), (4.9) значения M1 = M3 = 0 и M2 = σ2 и получим

p(z, t + h)− p(z, t)
h

=
σ2

2
∂2p(z, t)

∂z2
+ o(h), (4.10)

что в пределе h → +0 даёт дифференциальное уравнение теплопроводности

∂p(z, t)
∂t

=
σ2

2
∂2p(z, t)

∂z2
. (4.11)

Это уравнение необходимо дополнить условием неотрицательности плотности рас-
пределения, условием нормировки

∫∞
−∞ p(x, t) dx = 1 и сингулярным начальным

условием p(z, 0) = δ(0), которое согласуется с требованием P (w(0) = 0) = 1. Ре-
шением полученной задачи является функция

p(z, t) =
1√

2πσ2t
e−

z2

2σ2t , −∞ < z < ∞. (4.12)

Тем самым теорема доказана.

Замечание 4.1. На самом деле, переходя в (4.10) к пределу h → +0, мы полу-
чили правую производную по времени. Для расчёта левой производной при t > 0
следует взять 0 < h < t и всюду заменить t + h на t и t – на t − h > 0. Тогда
вместо (4.10) мы получим

p(z, t)− p(z, t− h)
h

=
σ2

2
∂2p(z, t− h)

∂z2
+ o(h),

но мы предположили, что производная в правой части (как функция двух перемен-
ных x и t) непрерывна по t при любом t > 0 и фиксированном x. Поэтому вновь по-
лучаем при h → +0 уравнение (4.11). В нём производная по времени левая, а вторая
производная по z осталась без изменений. Таким образом, мы можем утверждать,
что производная по времени в уравнении (4.11) понимается в классическом смысле.

Замечание 4.2. Соотношения M2 = σ2 > 0 и M3 = 0 в условиях (4.5) говорят
о том, что при малых h малые отклонения случайной величины w(h) от нуля более
вероятны, чем большие.
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Замечание 4.3. Если в условиях (4.5) положить M1 = µ ̸= 0, то мы получим
вместо (4.11) уравнение

∂p(z, t)
∂t

= −µ
∂p(z, t)

∂z
+

σ2

2
∂2p(z, t)

∂z2
.

с теми же условиями неотрицательности, нормировки и начальным условием, что
и выше. Заменой x − µt 7→ x это уравнение сводится к (4.11) и, возвращаясь к ис-
ходной переменной, мы получаем решение

p(z, t) =
1√

2πσ2t
e−

(z−µt)2

2σ2t , −∞ < z < ∞.

Такой случайный процесс отвечает переходу к непрерывному пределу в модели не-
симметричных случайных блужданий, в которых прыжок направо совершается с ве-
роятностью p, а прыжок налево – с вероятностью q, p + q = 1 и p− q = µ.

Распределение времени первого достижения данного уровня. Как обыч-
но, будем считать, что случайный процесс Винера стартует из нуля. Зафиксируем
некоторое значение x > 0 и определим случайную величину τx, равную моменту
первого достижения траекторией процесса точки x. А именно, τx = t, если w(s) < x

для всех 0 ⩽ s < t и w(t) = x.
Найдём распределение случайной величины τx. Для решения этой задачи мы

примем без доказательства одно тождество:

P (w(t) < x | τx < t) = P (w(t) > x | τx < t) =
1
2
, x > 0, t > 0. (4.13)

Смысл этого равенства в том, что если в какой-то момент времени τx = s частица до-
стигла точки x, то последующие блуждания (при t > s) симметричны относительно
точки x. Это условие представляется довольно естественным, его можно понимать
как «сдвиг» очевидного равенства P (w(t) ⩽ 0) = P (w(t) ⩾ 0) = 1/2, получающийся
в результате сдвига начала координат на плоскости переменных

(
t, ξ) из точки (0, 0)

в точку (s, x).
На основании сделанного допущения найдём Fτx(t) = P (τx < t). Очевидно, что

если τx ⩾ t, т. е. первое достижение точки с координатой x случилось не ранее,
чем в момент времени t, то вплоть до момента времени t траектория процесса не
поднималась выше уровня x, т. е. w(t) ⩽ x. Другими словами, событие τx ⩾ t влечёт
w(t) ⩽ x, и, переходя к дополнениям этих событий, мы получаем, что событие
w(t) < x влечёт τx < t. Следовательно, в (4.13)

1
2

= P (w(t) > x | τx < t) =
P (w(t) > x, τx < t)

P (τx < t)
=

P (w(t) > x)
P (τx < t)

,

откуда

Fτx(t) = P (τx < t) = 2P (w(t) > x) = 2
∫ ∞

x

1√
2πσ2t

e−
z2

2σ2t dz =

= 2
∫ ∞

x/
√

σ2t

1√
2π

e−
u2
2 du = 2

(
1− Φ

(
x√
σ2t

))
, (4.14)
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где Φ( · ) – так называемый интеграл вероятности (функция стандартного нормаль-
ного распределения),

Φ(a) =
∫ a

−∞

1√
2π

e−
z2
2 dz, Φ′(a) =

1√
2π

e−
a2
2 .

Найдём производную F ′τx(t) = pτx(t):

pτx(t) = −2Φ′
(

x√
σ2t

)
· d

dt

x√
σ2t

=
1√

2πσ2

x

t3/2
e−

x2

2σ2t , t > 0. (4.15)

Здесь x > 0 есть параметр плотности распределения pτx( · ).
Из формулы (4.15) нетрудно получить распределение случайной величины (далее

t > 0 есть фиксированный параметр)

w∗(t) = max
0⩽s⩽t

w(s),

равной максимальному значению процесса Винера на промежутке [0, t]. Отметим,
что в силу непрерывности траектории максимум достигается с вероятностью еди-
ница. Мы будем искать F ∗t (z) = P (w∗(t) < z) для z > 0; при z < 0 следует заменить
максимум на минимум и воспользоваться симметричностью процесса, т. е. тем, что
P (w(t) > 0) = P (w(t) < 0).

Нетрудно заметить, что если w∗(t) < z, то w(s) < z для всех s ∈ [0, t], и первое
достижение траекторией уровня z с необходимостью наступает позже времени t,
другими словами, τz > t. Верно и обратное: если τz > t, то при любом s ⩽ t

траектория процесса ещё не достигла уровня z, т. е. w(s) < z для всех s ∈ [0, t], а это
влечёт w∗(s) < z. Таким образом, события w∗(t) < z и τz > t равносильны, поэтому

F ∗t (z) = P (w∗(t) < z) = P (τz > t) = 1− P (τz ⩽ t) = 1− P (τz < t) = 2Φ
(

z√
σ2t

)
− 1.

Мы воспользовались тем, что распределение случайной величины τz абсолютно
непрерывно (P (τz = t) = 0), и формулой (4.14). Дифференцируя функцию рас-
пределения, получаем

p∗t (z) =
dF ∗t (z)

dz
= 2Φ′

(
z√
σ2t

)
· 1√

σ2t
=

√
2

πσ2

1√
t
e−

z2

2σ2t , z > 0.

Здесь t > 0 есть параметр плотности распределения p∗t ( · ).
Заметим, что непосредственным вычислением интеграла мы получаем для любо-

го t > 0

P ( max
0⩽s⩽t

w(s) > 0) =
∫ ∞

0

p∗t (z) dz = 1.

Пользуясь аналогичными рассуждениями или тем, что процесс Винера не меняет
свои статистические свойства при замене w(t) на −w(t), получаем для любого t > 0

P ( min
0⩽s⩽t

w(s) < 0) = 1.

Это означает, что непрерывная траектория процесса Винера, выйдя из нуля, за
сколь угодно короткое время может оказаться и правее, и левее нуля с вероятностью
единица.
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Закон арксинуса. Введём ещё одну случайную величину τ∗(t), равную перво-
му моменту времени на промежутке [0, t], когда траектория достигла своего макси-
мального значения; здесь t > 0 есть фиксированный параметр. Как уже отмечалось,
вследствие непрерывности траектории такой момент времени с вероятностью еди-
ница существует. Очевидно, 0 ⩽ τ∗(t) ⩽ t с вероятностью единица. Вычислим
плотность вероятности этой случайной величины.

Рассмотрим две уже знакомые нам случайные величины: w∗(t) = max0⩽s⩽t w(s) –
максимальное значение процесса Винера на промежутке [0, t] и τx – момент первого
достижения траекторией процесса уровня x. Далее мы не указываем зависимость
случайных величин от фиксированного t > 0 и пишем их как w∗ и τ∗.

Найдём условную плотность pw∗|τx
(z|u) при 0 < x ⩽ z и 0 < u < t:

pw∗|τx
(z|u) dz = P (z ⩽ w∗ < z + dz |u < τx < u + du).

Дальнейшие рассуждения мы будем проводить не совсем строго, заменяя события
z ⩽ w∗ < z + dy и u < τx < u + du равенствами w∗ = z и τx = u, хотя, конечно же,
P (w∗ = z) = 0 и P (τx = u) = 0.

Если τx = u и x ⩽ z, то до момента времени u траектория процесса ещё не
достигла уровня x, следовательно, w(s) < x для любого s ∈ [0, u). Если мы считаем,
что z ⩾ x, то тем более w(s) < z для любого s ∈ [0, u). Таким образом, максимальное
значение w∗ = z заведомо достигается после времени u,

z = max
0⩽s⩽t

w(s) = max
u⩽s⩽t

w(s).

При этом в силу τx = u мы имеем w(u) = x, таким образом, при условии τx = u

процесс w(t), t ⩾ u, есть винеровский процесс, стартовавший из точки w(t) = x.
Сдвинем начало координат (t, x) в пространстве переменных (t, ξ) в точку (0, 0),
т. е. совершим замену ŵ(t) = w(t− u)− x, где x и u – фиксированные неслучайные
параметры. Стохастические свойства процесса ŵ(t), t ⩾ 0, полностью эквивалентны
свойствам процесса w(t), t ⩾ 0. Таким образом, при условии τx = u случайная
величина

w∗ = max
0⩽s⩽t

w(s) = max
u⩽s⩽t

w(s)

имеет то же распределение, что и случайная величина

x + max
u⩽s⩽t

(
w(s)− x

)
= x + max

0⩽s⩽t−u
ŵ(s) = x + w∗(t− u).

Нетрудно найти плотность вероятности такой сдвинутой на x случайной величины:
мы имеем px+w∗(t−u)(z) = pw∗(t−u)(z − x) или, в явном виде,

pw∗(t)|τx
(z|u) = p∗t−u(z − x) =

√
2

πσ2

1√
t− u

e−
(x−z)2

2σ2t , 0 < u < t, 0 < x ⩽ z.

Далее запишем совместную плотность, используя формулу (4.15):

pw∗,τx
(z, u) = pw∗|τx

(z|u) pτx
(u) =

=

√
2

πσ2

1√
t− u

e−
(x−z)2

2σ2t · 1√
2πσ2

x

u3/2
e−

x2

2σ2u =
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=
1

πσ2
· 1√

u(t− u)
· x

u
· e−

(x−z)2

2σ2t e−
x2

2σ2u , 0 < u < t, 0 < x ⩽ z.

Перейдём к пределу x → z − 0, получим

pw∗,τz (z, u) =
1

πσ2
· 1√

u(t− u)
· z

u
· e−

z2

2σ2t , 0 < u < t. (4.16)

Вспомним, что τx – момент, когда траектория винеровского процесса в первый раз
достигает уровня x. Если нас интересует достижение уровня x = z = max0⩽s⩽t w(s),
то τx = τ∗(t). Таким образом, формула (4.16) даёт нам совместную плотность слу-
чайных величин w∗ и τ∗. Отсюда

pτ∗(u) =
∫ ∞

0

pw∗,τ∗(z, u) dy =

=
1
π
· 1√

u(t− u)

∫ ∞

0

z

σ2u
· e−

z2

2σ2t dy =
1
π
· 1√

u(t− u)

∫ ∞

0

ze−
z2
2 dz =

=
1
π
· 1√

u(t− u)
, 0 < u < t.

Парадоксальность этого результата состоит в том, что плотность вероятности вре-
мени достижения траекторией своего максимума увеличивается к концам отрезка
[0, t], т. е. максимум скорее всего будет достигнут либо в самом начале, либо в са-
мом конце промежутка наблюдения за винеровским процессом. Если мы обратимся
к функции распределения случайной величины τ∗, то получим после несложных
вычислений

Fτ∗(u) =
∫ u

0

pτ∗(t)(ũ) dũ =
2
π

arcsin
√

u

t
, 0 < u < t.

Это равенство носит название закон арксинуса.
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5. ОДНОРОДНЫЕ МАРКОВСКИЕ СЛУЧАЙНЫЕ
ПРОЦЕССЫ С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СОСТОЯНИЙ

Рассмотрим ξ(t), t ⩾ 0, – случайный процесс с непрерывным временем. Будем
считать, что каждая из случайных величин ξ(t) принимает значения из одного и того
же конечного множества {x1, . . . , xs} при любом t > 0, другими словами,

s∑
j=1

P (ξ(t) = xj) = 1. (5.1)

Если реализовалось событие ξ(t) = xj , будем говорить, что в момент времени t

система, описываемая данным процессом, пребывает в состоянии xj ,

Определение 5.1. Случайный процесс ξ(t), t ⩾ 0, со значениями в множе-
стве {x1, . . . , xs} называется марковским, если при любых n = 2, 3, . . . и любых
t0, t1, . . . tn, удовлетворяющих условию 0 = t0 < t1 < · · · < tn, случайные величины
ξ(t0), . . . , ξ(tn−1), (ξ(tn) образуют цепь Маркова, т. е. для любых xi0 , . . . , xin−1 , xin ,
выбранных из множества {x1, . . . , xs}, имеет место равенство

P (ξ(tn) = xin
| ξ(tn−1) = xin−1 , . . . , ξ(t0) = xi0) =

= P (ξ(tn) = xin
| ξ(tn−1) = xin−1). (5.2)

Далее мы считаем, что для 0 ⩽ s < t

P (ξ(t) = xj | ξ(s) = xi) = πij(t− s), i, j = 1, . . . , s, (5.3)

то есть данная вероятность зависит от t− s, а не от t и s по отдельности. Вероятно-
сти πij(t − s) называются вероятностями перехода из состояния xi в состояние xi

за время t− s > 0.

Для такого марковского процесса можно записать

πij(t) = P (ξ(t) = xj | ξ(0) = xi), i, j = 1, . . . , s, (5.4)

и тем самым задать на множестве {t > 0} матричнозначную функцию π( · ) со значе-
ниями в множестве Mats действительных матриц размера s×s. При t = 0, очевидно,
имеем

πij(0) = P (ξ(t) = xj | ξ(t) = xi) = δij =

{
1, i = j,

0, i ̸= j,
(5.5)

или, в матричном виде, π(0) = I, где I – единичная матрица размера s× s.
Всюду далее мы рассматриваем только марковские процессы, удовлетворяющие

условию (5.3), с конечным множеством состояний (1 < s < ∞) и называем их просто
марковскими процессами.

Чтобы найти любое конечномерное распределение марковского процесса, нужно
задать начальное распределение

P (ξ(0) = xi) = ai, i = 1, . . . , s,

s∑
i=1

ai = 1, (5.6)
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и матрицу вероятностей перехода π(t) за любое конечное время t > 0.
Одномерное распределение процесса в любой момент времени t > 0 получается

из формулы полной вероятности:

P (ξ(t) = xj) =
s∑

i=1

aiπij(t), j = 1, . . . , s. (5.7)

Многомерные распределения также выводятся из формулы полной вероятности, но
дополнительно используется определяющее свойство марковского процесса: для лю-
бого n = 2, 3, . . . и для любых 0 ⩽ t0 < t1 < · · · < tn

P (ξ(t0) =xi0 , . . . , ξ(tn−1) =xin−1 , ξ(tn) =xin
) =

= P (ξ(tn) =xin | ξ(tn−1) =xin−1 , . . . , ξ(t0) =xi0)P (ξ(tn−1) =xin−1 , . . . , ξ(t0) =xi0) =

= P (ξ(tn) =xin | ξ(tn−1) =xin−1)P (ξ(tn−1) =xin−1 , . . . , ξ(t0) =xi0) =

= πin−1in(tn − tn−1)P (ξ(tn−1) = xin−1 , . . . , ξ(t0) = xi0); (5.8)

далее, применяя подобные формулы последовательно к любым совместным вероят-
ностям P (ξ(tn−k) = xin−1 , . . . , ξ(t0) = xi0) для k = 1, . . . , n и переставляя сомножи-
тели в порядке от «раннего» к «позднему», получаем

P (ξ(t0) = xi0 , . . . ,ξ(tn−1) = xin−1 , ξ(tn) = xin
) =

= ai0πi0i1(t1 − t0) . . . πin−1in
(tn − tn−1). (5.9)

Если рассматривать матрицы перехода в фиксированные моменты времени, то их
свойства повторяют свойства матриц перехода в цепях Маркова. Перечислим важ-
нейшие из них (далее индексы матричных элементов пробегают множество 1, . . . , s,
а временные переменные – множество R+ и произвольны).

1. Элементы матриц перехода удовлетворяют неравенству 0 ⩽ πij(t) ⩽ 1.
2. Справедливо равенство

s∑
j=1

πij(t) = 1, i = 1, . . . , s, t > 0, (5.10)

отражающее аналогичное (5.1) условие нормировки условного распределения слу-
чайной величины ξ(t) при фиксированном начальном состоянии ξ(0) = xi

3. Для матриц перехода выполняется уравнение Чепмена–Колмогорова

π(t + u) = π(t)π(u) = π(u)π(t), t, u > 0. (5.11)

В самом деле, вставив полнуюю группу событий ξ(t) = xk, k = 1, . . . , s, и применив
формулу (5.9) для трехмерного распределения, получаем

πij(t + u) = P (ξ(t + u) = xj | ξ(0) = xi) =
P (ξ(t + u) = xj , ξ(0) = xi)

P (ξ(0) = xi)
=

=
s∑

k=1

P (ξ(t + u) = xj , ξ(t) = xk, ξ(0) = xi)
P (ξ(0) = xi)

=
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=
s∑

k=1

P (ξ(0) = xi)πik(t)πkj(u)
P (ξ(0) = xi)

=
s∑

k=1

πik(t)πkj(u),

что и дает элемент произведения матриц π(t)π(u). Если во второй строке этой це-
почки равенств использовать разложение по полной группе событий {ξ(u) = xk}k=1,s

вместо полной группы {ξ(t) = xk}k=1,s, то в правой части равенства мы получим
элемент матрицы π(u)π(t).

Как следствие этого уравнения можно записать, например, матричное равенство
π(n · t) = [π(t)]n для любого натурального n и любого t > 0.

По сути марковский процесс есть цепь Маркова, в которой переходы между со-
стояниями происходят не в фиксированные дискретные моменты времени t1, t2, . . . ,
а через произвольные промежутки ∆t > 0.

В дальнейшем нас будут интересовать аналитические свойства матричнозначной
функции π( · ) : R+ 7→ Ms: непрерывность, дифференцируемость и пр. Условимся,
что матричные равенства, связанные с предельными переходами, мы будем пони-
мать как поэлементные, например

lim
h→+0

π(h) = A ⇐⇒ lim
h→+0

πij(h) = Aij для всех i, j = 1, . . . , s,

а равенства

π̇(t) ≡ dπ

dt
= D,

∫ t2

t1

π(t) dt = V

эквивалентны

π̇ij(t) ≡
dπij

dt
= Dij ,

∫ t2

t1

πij(t) dt = Vij для всех i, j = 1, . . . , s.

Здесь A, D, V ∈ Mats.

Система уравнений Колмогорова для матриц перехода. В наших матема-
тических выкладках очень важную роль будет играть условие s < ∞. Оно позволит
нам менять местами предельные переходы и любые суммы или произведения по
состояниям: условно можно записать равенства

lim
s∑

i=1

( · ) =
s∑

i=1

lim( · ), lim
s∏

i=1

( · ) =
s∏

i=1

lim( · ).

Для бесконечного (счётного) числа состояний эти равенства требуют обоснования,
но многие утверждения тем не менее останутся верными, возможно, при некоторых
дополнительных условиях.

Докажем несколько лемм. Начнём с непрерывности матрицы перехода. Для t = 0
непрерывность будем понимать, конечно же, как непрерывность справа и постули-
руем эту непрерывность без доказательства: потребуем

πij(h) → δij при h → +0 (5.12)

или, в матричной записи,

π(t) → π(0) = I при t → +0. (5.13)
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Это условие согласовано с (5.5) и означает, что, попав в любое состояние xi, слу-
чайный процесс с вероятностью единица остаётся в этом состоянии некоторое поло-
жительное время. Точнее, если случайная величина τi равна времени пребывания
в i-м состоянии, то P (τi > 0) = 1.

Лемма 5.1. Матричнозначная функция π( · ) : R+ 7→ Ms непрерывна при всех
t > 0, т.е. для любого фиксированного t > 0

lim
h→+0

(
π(t + h)− π(t)) = lim

h→+0

(
π(t)− π(t− h)) = O,

где в правой части равенства O означает матрицу, все элементы которой равны
нулю.

Доказательство. Непрерывность справа непосредственно вытекает из уравне-
ния Чепмена–Колмогорова (5.11) и условия (5.13):

πij(t + h)− πij(t) =
s∑

k=1

πik(t)πkj(h)− πij(t) =
s∑

k=1

πik(t)
(
πkj(h)− δkj

)
→ 0, h → +0,

при любых i, j = 1, . . . , s для любого фиксированного t > 0.
Непрерывность слева также следует из уравнения Чепмена–Колмогорова, но по-

требуются чуть более сложные рассуждения. Для t > 0 и 0 < h < t имеем

π(t)− π(t− h) = π(t− h)
(
π(h)− I

)
,

отсюда в силу 0 ⩽ πik(t− h) ⩽ 1 получаем оценку

|πij(t)− πij(t− h)| =
∣∣∣∣ s∑

k=1

πik(t− h)
(
πkj(h)− δij

)∣∣∣∣ ⩽

⩽
s∑

k=1

πik(t− h)|πkj(h)− δkj | ⩽
s∑

k=1

|πkj(h)− δkj | → 0, h → +0,

при любых i, j = 1, . . . , s для любого фиксированного t > 0. Лемма доказана.

Лемма 5.2. При любом t ⩾ 0 матрица π(t) невырожденна.

Доказательство. Заметим, что в силу (5.5) определитель матрицы π(h) как
некоторая вполне конкретная (конечная) сумма произведений её элементов стре-
мится при h → +0 к определителю матрицы I, т. е. к единице. Поэтому найдёт-
ся такое h0 > 0, что det π(h) ̸= 0 при h < h0. Это означает, что матрица π(h)
невырожденна при достаточно малых h. Далее, для произвольного фиксированно-
го t > 0 всегда можно найти такое натуральное n, что t/n < h0. Тогда по уравнению
Чепмена–Колмогорова

det π(h) = det πn(t/n) =
(
det π(t/n)

)n ̸= 0, t/n < h0,

а это и означает, что матрица det π(h) невырожденна при любом h > 0.
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Замечание 5.1. Рассмотрим непрерывность определителя матрицы как функ-
ции от её s2 элементов более формально. Возьмём две матрицы π и π̃ из Mats.
Тогда для любого ε > 0 найдётся значение δ > 0 такое, что если |πij − π̃ij | < δ

для всех i, j = 1, . . . , s, то |det π − det π̃| < ε. Заметим, что если мы рассматриваем
непрерывность определителя «в точке» π (т. е. при фиксированных элементах этой
матрицы), то параметр δ определяется этими элементами и ε > 0, что мы запишем
как δ = δ(π, ε).

Теперь исследуем матрицу π̇(t) с элементами

π̇ij(t) =
dπij

dt
= lim

h→0

π(t + h)− π(t)
h

, i, j = 1, . . . , s.

Лемма 5.3. Зададим матричнозначную функцию

J(t1, t2) =
∫ t2

t1

π(u) du, 0 < t1 < t2.

Тогда найдётся δ > 0, определяющееся матрицей π(t1), такое, что при t2 − t1 < δ

существует обратная матрица R(t1, t2) = J−1(t1, t2).

Доказательство. Пользуясь непрерывностью π( · ) как матричнозначной функ-
ции на R+, запишем формулу среднего для каждого элемента матрицы: для любых
0 < t1 < t2 при каждых i, j ∈ {1, . . . , s}

1
t2 − t1

∫ t2

t1

πij(u) du = πij(t1 + hij), 0 ⩽ hij ⩽ t2 − t1.

Обозначим матрицу с элементами πij(t1 + hij) как π̃.
Поскольку d = detπ(t1) ̸= 0 при любом t1 ⩾ 0, мы можем выбрать какое-либо

положительное ε < |d| (например, взять ε = |d|/2) и, пользуясь замечанием 5.1,
найти δ > 0 такое, что |det π(t1) − det π̃| < ε, если |πij − π̃ij | < δ. Заметим, что ε

определяется исключительно определителем d и, следовательно, только элементами
матрицы π(t1), таким образом, δ = δ(ε) также полностью определяется элементами
матрицы π(t1). При этом, если мы потребуем t2 − t1 < δ, то 0 ⩽ hij < δ, отсюда

1
t2 − t1

det J(t1, t2) = det π̃ > d− ε ̸= 0, если 0 < t2 − t1 < δ.

Следовательно, при 0 < t2 − t1 < δ существует R(t1, t2) = J−1(t1, t2).

Лемма 5.4. Матричнозначная функция π( ·) имеет правую производную в точ-
ке t = 0, т.е. существует матрица Λ размера s× s такая, что

lim
h→+0

π(h)− π(0)
h

= Λ. (5.14)

Доказательство. Применим уравнение (5.11) Чепмена–Колмогорова и запи-
шем цепочку матричных равенств для h > 0 и любых 0 < t1 < t2(

π(h)− I
) ∫ t2

t1

π(u) du =
∫ t2

t1

π(h)π(u) du−
∫ t2

t1

π(u) du =
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=
∫ t2

t1

π(u + h) du−
∫ t2

t1

π(u) du =
∫ t2+h

t1+h

π(u) du−
∫ t2

t1

π(u) du.

Теперь будем считать, что 0 < h < t2 − t1, тогда t1 < t1 + h < t2 < t2 + h и∫ t2+h

t1+h

π(u) du−
∫ t2

t1

π(u) du =
∫ t2+h

t2

π(u) du−
∫ t1+h

t1

π(u) du.

В обозначениях леммы 5.3 мы можем записать результат нашей цепочки преобра-
зований как (

π(h)− I
)
J(t1, t2) =

∫ t2+h

t2

π(u) du−
∫ t1+h

t1

π(u) du, (5.15)

и это равенство верно для любых 0 < t1 < t2 и 0 < h < t2 − t1.
Пусть теперь t2 − t1 < δ, где δ = δ(π(t1)) взято из леммы 5.3. Тогда

π(h)− I

h
=

(
1
h

∫ t2+h

t2

π(u) du− 1
h

∫ t1+h

t1

π(u) du

)
R(t1, t2).

причём это равенство верно при любом t1 > 0 и t2 − t1 < δ, где δ > 0 определяется
элементами матрицы π(t1) и не зависит от h. При h → +0 с учетом непрерыв-
ности матричнозначной функции π( · ) и формул для средних значений интегралов
в правой части равенства существует

lim
h→+0

(
1
h

∫ t2+h

t2

π(u) du− 1
h

∫ t1+h

t1

π(u) du

)
= π(t2)− π(t1).

Следовательно,

lim
h→+0

π(h)− I

h
=

(
π(t2)− π(t1)

)
R(t1, t2). (5.16)

Выберем какие-либо удовлетворяющие всем необходимым условиям t1 и t2, зафик-
сируем их и для этих фиксированных времён обозначим матрицу в правой части
равенства (5.16) через Λ. Тогда, учитывая, что I = π(0), получаем

lim
h→+0

π(h)− π(0)
h

= Λ.

Лемма доказана.

Теорема 5.1. Матрица π( · ) непрерывно дифференцируема при t > 0 и удовлет-
воряет уравнениям Колмогорова

π̇(t) = Λπ(t), (5.17а)
π̇(t) = π(t)Λ. (5.17б)

Доказательство. Воспользуемся уравнением (5.11). Для произвольного t > 0
имеем

π(t + h)− π(t)
h

=
π(h)− π(0)

h
π(t) = π(t)

π(h)− π(0)
h

,

откуда

lim
h→+0

π(t + h)− π(t)
h

= Λπ(t) = π(t)Λ, (5.18)
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т. е. матрица π(t) имеет правую производную при всех t > 0 и для правой производ-
ной верны уравнения (5.17а) и (5.17б).

Теперь найдём левую производную. Зафиксируем t > 0 и выберем 0 < h < t,
тогда

π(t)− π(t− h)
h

=
π(h)− π(0)

h
π(t− h) = π(t− h)

π(h)− π(0)
h

,

перейдём к пределу при h → +0, учитывая непрерывность π(t−h) → π(t), получим

lim
h→+0

π(t)− π(t− h)
h

= Λπ(t) = π(t)Λ, (5.19)

и эти равенства вместе с (5.18) влекут уравнения (5.17а), (5.17б).
Непрерывность матричнозначной функции π̇(t), t > 0, непосредственно следует

из непрерывности матричнозначной функции π( · ) и любого из уравнений (5.17а),
(5.17б). Теорема доказана.

Замечание 5.2. В случае счётного числа состояний система уравнений Колмо-
горова также верна, но следует наложить на матрицы π(t) некоторые дополнитель-
ные условия.

Система уравнений Колмогорова для вероятностей состояний. Поло-
жим pi(t) = P (ξ(t) = xi), i = 1, . . . , s, и выведем из уравнения (5.17б) систему
дифференциальных уравнений для функций pi( · ). Имеем

pj(t)
def== P (ξ(t) = xj) =

s∑
i=1

P (ξ(t) = xj | ξ(0) = xi)P (ξ(0) = xi) =
s∑

i=1

πij(t)ai,

где ai – начальная вероятность. Отсюда в силу уравнения (5.17б)

ṗj(t) =
s∑

i=1

π̇ij(t)ai =
s∑

i=1

( s∑
k=1

πik(t)Λkj

)
ai =

=
s∑

k=1

Λkj

( s∑
i=1

πik(t)ai

)
=

s∑
k=1

pk(t)Λkj ,

Итак, мы имеем

ṗj(t) =
s∑

k=1

pk(t)Λkj , j = 1, . . . , s. (5.20)

В ряде случаев уравнение (5.20) удобно записать в другом виде. Заметим, что
для любого j = 1, . . . , s и любого h > 0

s∑
k=1

(
πjk(h)− δjk

)
=

s∑
k=1

πjk(h)− 1 = 0,

поскольку выполнено условие стохастичности
∑s

k=1 πjk(h) = 1. Отсюда

s∑
k=1

Λjk = lim
h→+0

1
h

s∑
i=1

(
πjk(h)− δjk

)
= 0, Λjj = −

∑
k : k ̸=j

Λjk.
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Таким образом, получаем

ṗj(t) =
s∑

k : k ̸=j

pk(t)Λkj − pj(t)
∑

k : k ̸=j

Λjk, j = 1, . . . , s. (5.21)

Этот вид уравнения полностью отвечает физическому смыслу переходов в мар-
ковском процессе. Перепишем (5.21) как следующее приближённое равенство при
малом h > 0, учтя, что Λ = π̇(0):

pj(t + h)− pj(t) ≈
s∑

k : k ̸=j

pk(t)(πkj(h)− δkj

)
−

∑
k : k ̸=j

pj(t)(πjk(h)− δjk

)
=

=
s∑

k : k ̸=j

pk(t)πkj(h)−
∑

k : k ̸=j

pj(t)πjk(h). (5.22)

Рассмотрим систему из большого числа N частиц, в которой каждая из частиц
может находиться в одном из состояний x1, . . . , xs, а динамика распределений по со-
стояниям осуществляется по законам марковского процесса. Заменим вероятность
на долю частиц в системе, находящихся в момент времени t в состоянии xj , т. е. по-
ложим pj(t) ≈ Nj(t)/N . Тогда (5.22) описывает, как изменяется количество частиц,
находящихся в момент t в состоянии xj , за малое время h (уравнение баланса):

Nj(t + h)−Nj(t) ≈
s∑

k : k ̸=j

Nk(t)Ph(k → j)−
∑

k : k ̸=j

Nj(t)Ph(j → k), (5.23)

где Ph(k → j) – вероятность перехода из xk в xj за время h. При этом первая сумма
в правой части (5.23) даёт число частиц, пришедших в состояние xj из всех других
состояний, а вторая – число частиц, ушедших из состояния xj в какое-либо другое
состояние. Мы полагаем, что за малое время происходит не более одного перехода,
что согласуется с разложением π(h) = I + Λh + o(h).

Система уравнений (5.20) или (5.21) дополняется начальным условием pj(0) = aj ,
j = 1, . . . , s. Имеет место также условие нормировки

∑s
j=1 pj(t) = 1. При этих

условиях система (5.20) (или (5.21)) имеет единственное решение.

Пример 5.1. Покажем, что для процесса Пуассона (как марковского процесса со
счётным числом состояний) справедлива система уравнений Колмогорова.

Решение. Из формулы (2.4) сразу понятно, что процесс Пуассона удовлетворяет
марковскому условию (5.2). В самом деле, пусть для краткости

P(m, t) =
(λt)m

m!
e−λt.

Тогда из (2.4) следует, что

P (ξ(tn) = mn | ξn−1(tn−1) = mn−1, . . . , ξ(t0) = m0) =

=
∏n

k=1 P(mk −mk−1, tk − tk−1)∏n−1
k=1 P(mk −mk−1, tk − tk−1)

= P(mn −mn−1, tn − tn−1) =
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=
P(mn −mn−1, tn − tn−1) · P(mn−1, tn−1)

P(mn−1, tn−1)
=

= P (ξ(tn) = mn | ξn−1(tn−1) = mn−1).

Переходная вероятность имеет вид

πij(t) = P (ξ(t + u) = j |P (ξ(u) = i) =
(λt)j−i

(j − i)!
e−λt, j − i ⩾ 0;

а если j − i < 0, то πij(t, t + u) = 0. Отсюда

dπij(t)
dt

=


0, j − i < 0,

−λe−λt, j − i = 0,

−λ
(λt)j−i

(j − i)!
+ λe−λt (λt)j−i−1

(j − i− 1)!
e−λt, j − i > 0,

(5.24)

следовательно,

Λ def==
dπij(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

=


0, j − i < 0,

−λ, j − i = 0,

λ, j − i = 1,

0, j − i > 1.

Записав (5.24) как

dπij(t)
dt

=


0, j < i,

−λπij , j = i,

−λπij + λπi+1,j , j > i,

видим, что уравнения Колмогорова π̇(t) = Λπ = πΛ в данном случае выполнены.
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6. СРЕДНЕКВАДРАТИЧНЫЕ СВОЙСТВА
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

В этой части мы будем рассматривать комплекснозначные случайные величины
и комплекснозначные случайные процессы. Пусть ξ : Ω → C есть случайная величи-
на, т. е. ξ(ω) = ξRe(ω) + iξIm(ω), ω ∈ Ω, и ξRe, ξIm – действительнозначные случайные
величины. Будем обозначать как ξ комплексно-сопряжённую случайную величину,
ξ(ω) = ξRe(ω) − iξIm(ω), ω ∈ Ω. Нас не будет интересовать, как устроено совмест-
ное распределение действительной и мнимой частей, определим лишь два первых
момента:

Mξ = MξRe+iMξIm, cov(ξ, η) = M(ξ−Mξ)(η −Mη), Dξ = cov(ξ, ξ) = M |ξ−Mξ|2.

Очевидно, что

Mξ̄ = Mξ, cov(ξ, η) = Mξ η −Mξ ·M η, Dξ = M |ξ|2 − |Mξ|2.

Линейное пространство гильбертовых случайных ыеличин. Рассмотрим
множество (пространство) случайных величин

H = {ξ : Ω → C : Mξ = 0, M |ξ|2 < ∞}.

Каждую такую случайную величину ξ будем называть гильбертовой. Заметим, что
в этом пространстве коэффициент ковариации обладает свойствами (комплексного)
скалярного произведения: для любых случайных величин ξ, ξ1, ξ2, η ∈ H

• cov(η, ξ) = cov(ξ, η),
• cov(a1ξ1 + a2ξ2, η) = a1 cov(ξ1, η) + a2 cov(ξ2, η) для любых a1.a2 ∈ C,
• cov(ξ, ξ) ⩾ 0, причём cov(ξ, ξ) = 0 тогда и только тогда, когда P (ξ = 0) = 1.

Последнее утверждение вытекает из неравенства Чебышёва, P (|ξ| ⩾ ε) = 0 для
любого ε > 0, если cov(ξ, ξ) = Dξ = 0.

Исходя из этих свойств коэффициента ковариации далее наряду с теоретико-ве-
роятностными мы будем использовать стандартные обозначение линейной алгебры:

cov(ξ, η) = Mξ η = (ξ, η), cov(ξ, ξ) = M |ξ|2 = Dξ = (ξ, ξ) = ∥ξ∥2.

Из свойств скалярного произведения вытекает хорошо известное неравенство Ко-
ши–Буняковского:

|(ξ, η)| ⩽ ∥ξ∥ · ∥η∥, ξ, η ∈ H. (6.1)

Доказательство этого неравенства стандартно, если случайные величины ξ, η тако-
вы, что (ξ, η) – действительное число: для любого a ∈ R

∥ξ − aη∥2 = M(ξ − aη)(ξ − aη) = M |ξ|2 − aMξ η − aM ξη + a2M |η|2 =

= ∥ξ∥2 − a(ξ, η)− a(ξ, η) + a2∥η∥2 = ∥ξ∥2 − 2a(ξ, η) + a2∥η∥2. (6.2)

Поскольку ∥ξ − aη∥2 ⩾ 0, правая часть (6.2) как квадратный трёхчлен по a неот-
рицательна при любом a ∈ R. Следовательно, дискриминант этого квадратного
трёхчлена неположителен. Последнее условие и означает, что (ξ, η)2 ⩽ ∥ξ∥2 · ∥η∥2,
а это эквивалентно (6.1).
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Если же (ξ, η) имеет мнимую часть, т. е. (ξ, η) = reiφ, то, прежде чем писать
соотношения (6.2), необходимо сделать линейное преобразование (изменить фазу
одной из двух случайных величин, например ξ), положив ξ̃ = e−iφξ. Тогда |ξ̃|2 = |ξ|2
и (ξ̃, η) = e−iφ(ξ, η) = r = |(ξ, η)|. При этом (6.2) принимает вид

∥ξ̃ − aη∥2 = ∥ξ∥2 − 2a|(ξ, η)|+ a2∥η∥2.

Теперь мы можем применить те же рассуждения, что и выше, и получим неравен-
ство |(ξ, η)|2 ⩽ ∥ξ∥2 · ∥η∥2.

Отметим, что |(ξ, η)| = ∥ξ∥ ·∥η∥ тогда и только тогда, когда квадратный трёхчлен
∥ξ̃−aη∥2 имеет на оси R (ровно один) корень, который мы обозначим как a0. В свою
очередь, равенство ∥ξ̃ − a0η∥2 = 0 равносильно тому, что ξ̃ = a0η с вероятностью
единица, или, эквивалентно, ξ = c0η, где c0 = a0e

iφ. Таким образом, равенство
в неравенстве Коши–Буняковского достигается тогда и только тогда, когда с веро-
ятностью единица ξ = c0η, где c0 – некоторое комплексное число.

Из неравенства (6.1) и очевидного неравенства |Re(ξ, η)|2 ⩽ |(ξ, η)|2 следует

∥ξ + η∥2 = ∥ξ∥2 + (ξ, η) + (η, ξ) + ∥η∥2 = ∥ξ∥2 + 2 Re(ξ, η) + ∥η∥2 ⩽

⩽ ∥ξ∥2 + 2|(ξ, η)|+ ∥η∥2 ⩽ ∥ξ∥2 + 2∥ξ∥ · ∥η∥+ ∥η∥2 =
(
∥ξ∥+ ∥η∥

)2
,

и мы имеем известное неравенство треугольника

∥ξ + η∥ ⩽ ∥ξ∥+ ∥η∥, ξ, η ∈ H. (6.3)

Отметим ещё одно полезное неравенство

∥ξ̃ + η∥2 ⩽ 2∥ξ∥2 + 2∥η∥2, (6.4)

которое эквивалентно тривиальному неравенству ∥ξ̃ − η∥2 ⩾ 0.
Будем говорить, что последовательность {ξn}n=1,∞ случайных величин из про-

странстваH сходится в среднем квадратичном к случайной величине ξ ∈ H и писать
ξn

с.к.−→
n→∞

ξ, если

M |ξn − ξ|2 = ∥ξn − ξ∥2 → 0, n →∞.

Далее мы часто не будем задавать условие n = 1,∞ в обозначениях последователь-
ностей (и писать, например, {ξn}), а также не будем указывать, что предельный
переход совершается при n → ∞ (и писать просто ξn

с.к.−→ ξ), в тех случаях, когда
это не может вызывать непонимания. Если случайные величины рассматриваются
как элементы пространства H, то сходимость понимается исключительно как схо-
димость по норме этого пространства.

Важнейшим свойством пространства H является его полнота. Имеет место сле-
дующая теорема, которую мы оставим без доказательства.

Теорема 6.1. Последовательность {ξn} случайных величин из пространства H
сходится к случайной величине ξ ∈ H тогда и только тогда, когда эта после-
довательность фундаментальна, т.е. для любого ε > 0 найдётся натуральное
N = N(ε) такое, что для всех m, n > N имеет место неравенство ∥ξn − ξm∥ < ϵ

(или, кратко, ∥ξn − ξm∥ → 0 для всех m, n →∞).
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Докажем несколько простых утверждений о свойствах сходимости последователь-
ностей из H, которые часто будем использовать в дальнейшем.

Лемма 6.1. Если ∥ξn − ξ∥2 → 0 при n →∞, то последовательность {ξn} огра-
ничена, т.е. найдётся число C ∈ R, такое что ∥ξn∥ ⩽ C для всех n = 1, 2, . . . .

Доказательство. Числовая последовательность ∥ξn− ξ∥, n = 1, 2, . . . , сходится
к нулю, следовательно, ограничена. В силу неравенства треугольника

∥ξn∥ ⩽ ∥ξn − ξ∥+ ∥ξ∥

ограничена и последовательность ∥ξn∥, n = 1, 2, . . . .

Лемма 6.2. Если ∥ξn − ξ∥ → 0 при n →∞, то ∥ξn∥ → ∥ξ∥ при n →∞.

Доказательство. Вновь применим неравенство треугольника

∥ξ∥ ⩽ ∥ξ − ξn∥+ ∥ξn∥, ∥ξn∥ ⩽ ∥ξn − ξ∥+ ∥ξ∥,

откуда с учётом ∥ξ − ξn∥ = ∥ξn − ξ∥ имеем

−∥ξ − ξn∥ ⩽ ∥ξ∥ − ∥ξn∥ ⩽ ∥ξ − ξn∥ ⇐⇒
∣∣ ∥ξ∥ − ∥ξn∥

∣∣ ⩽ ∥ξ − ξn∥,

откуда непосредственно вытекает доказываемое утверждение.

Лемма 6.3. Если ∥ξn − ξ∥2 → 0 при n → ∞ и ∥ξ̃m − ξ∥2 → 0 при m → ∞, то
(ξn, ξ̃m) → (ξ, ξ) при n, m →∞.

Доказательство. Запишем цепочку неравенств∣∣(ξn, ξ̃m)− (ξ, ξ)
∣∣ =

∣∣(ξn, ξ̃m)− (ξn, ξ) + (ξn, ξ)− (ξ, ξ)
∣∣ =

=
∣∣(ξn, ξ̃m − ξ) + (ξn − ξ, ξ)

∣∣ ⩽
∣∣(ξn, ξ̃m − ξ)

∣∣ +
∣∣(ξn − ξ, ξ)

∣∣ ⩽

⩽ ∥ξn∥ · ∥ξ̃m − ξ∥+ ∥ξn − ξ∥ · ∥ξ∥.

В силу условия ∥ξn − ξ∥2 → 0 для любого ε > 0 найдётся номер N1 такой, что

∥ξn − ξ∥ ⩽
ε

2∥ξ∥
при n > N1.

Далее, по лемме 6.1 найдётся C > 0 такое, что ∥ξn∥ ⩽ C для всех n. Тогда для
любого ε > 0 найдётся номер N2 такой, что

∥ξ̃m − ξ∥ ⩽
ε

2C
при m > N2.

Объединяя полученные неравенства получаем, что для любого ε > 0 найдётся номер
N = max(N1, N2) такой, что∣∣(ξn, ξ̃m)− (ξ, ξ)

∣∣ ⩽ ε при n, m > N. (6.5)

Лемма доказана.

Теперь докажем в некотором смысле обратное утверждение.
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Лемма 6.4. Если (ξn, ξm) → A при n, m → ∞, где A – некоторое комплексное
число, то последовательность {ξn} имеет предел.

Доказательство. Предположим, что для любого ε > 0 найдётся номер N та-
кой, что

∣∣(ξn, ξm) − A)
∣∣ ⩽ ε для всех n, m > N . Тогда, конечно,

∣∣(ξn, ξn) − A)
∣∣ ⩽ ε

для всех n > N , а это означает, что ∥ξn∥2 → A при n → ∞. Видно, что число A

с необходимостью действительное, A = Ā. Следовательно,

∥ξn − ξm∥2 = ∥ξn∥2 − (ξn, ξm)− (ξn, ξm) + ∥ξm∥2 → A−A−A + A = 0, n, m →∞;

другими словами, последовательность {ξn} фундаментальна, поэтому имеет предел.
Лемма доказана.

Теперь мы обрели необходимый математический инструмент для исследования
случайных процессов.

Рассмотрим комплекснозначный случайный процесс ξ(t) = ξRe(t) + iξIm(t), t ∈ R.
Назовём такой процесс гильбертовым, если для любого t ∈ R сечение ξ(t) ∈ H, т. е.
Mξ(t) = 0 и M |ξ(t)|2 < ∞ при всех t ∈ R. Если использовать структуру простран-
ства H, то для ковариационной функции такого процесса мы можем записать

R(t, s) = cov(ξ(t), ξ(s)) = Mξ(t)ξ(s) = (ξ(t), ξ(s)), t, s ∈ R.

Далее, если иное не оговорено особо, мы рассматриваем гильбертовы случайные
процессы.

Непрерывность в среднем квадратичном.

Определение 6.1. Случайный процесс ξ(t), t ∈ R, называется непрерывным
в среднем квадратичном (с.к.-непрерывным) в точке t, если M |ξ(t + h)− ξ(t)|2 → 0
при h → 0, или, другими словами, для любой последовательности {hn} ⊂ R, сходя-
щейся к нулю,

M |ξ(t + hn)− ξ(t)|2 = ∥ξ(t + hn)− ξ(t)∥2 → 0 при n →∞. (6.6)

Далее мы свяжем с.к.-непрерывность с непрерывностью функции R( · ). Напом-
ним, R( · ) как функция двух действительных переменных непрерывна в точке (t, s),
если ∣∣R(t + hn, s + h̃m)−R(t, s)

∣∣ → 0 при hn → 0, h̃m → 0

(здесь сходящиеся к нулю последовательности {hn} и {h̃m} произвольны).

Теорема 6.2. Случайный процесс ξ(t), t ∈ R, с.к.-непрерывен в точке t тогда
и только тогда, когда функция R( · ) непрерывна в точке (t, t).

Доказательство. Выберем произвольным образом сходящиеся к нулю после-
довательности {hn} и {h̃m} и положим ξn = ξ(t + hn), ξ̃m = ξ(t + h̃m) и ξ = ξ(t).

Если случайный процесс с.к.-непрерывен в точке t, то независимо от выбора по-
следовательностей {hn} и {h̃m} мы имеем ∥ξn− ξ∥2 → 0 при n →∞ и ∥ξ̃m− ξ∥2 → 0
при m →∞. В силу леммы 6.3

R(t + hn, t + h̃m) = (ξn, ξ̃m) → (ξ, ξ) = R(t, s) при n, m →∞.
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Наоборот, если для любых сходящихся к нулю последовательностей {hn} и {h̃m}∣∣R(t + hn, t + h̃m)−R(t, t)
∣∣ → 0 при n, m →∞,

то (при h̃m = hm для всех m)

∥ξn∥2 = (ξn, ξn) = R(t + hn, t + hn) → R(t, t) = (ξ, ξ) = ∥ξ∥2 при n →∞,

а также (при h̃m = 0 для всех m)

(ξn, ξ) = R(t + hn, t) → R(t, t) = ∥ξ∥2 при n →∞,

Отсюда

∥ξn − ξ∥2 = ∥ξn∥2 − (ξn, ξ)− (ξn, ξ) + ∥ξ∥2 → ∥ξ∥2 − ∥ξ∥2 − ∥ξ∥2 + ∥ξ∥2 = 0,

другими словами, M |ξ(t + hn) − ξ(t)|2 → 0 для любой сходящейся к нулю последо-
вательности {hn}.

Замечание 6.1. Если функция R( · ) непрерывна в точках (t, t) и (s, s), то она
непрерывна в точке (t, s). Чтобы это показать, выберем произвольные сходящиеся
к нулю последовательности {hn} и {h̃m} и положим ξn = ξ(t + hn), η̃m = ξ(s + h̃m)
и ξ = ξ(t), η = ξ(s). Тогда ∥ξn − ξ∥2 → 0 и ∥η̃m − η∥2 → 0, следовательно (см.
аналогичные выкладки в доказательстве леммы 6.3),∣∣R(t + hn, s + h̃m)−R(t, s)

∣∣ =
∣∣(ξn, η̃m)− (ξ, η)

∣∣ ⩽

⩽
∣∣(ξn, η̃m − η)

∣∣ +
∣∣(ξn − ξ, η)

∣∣ ⩽ ∥ξn∥ · ∥η̃m − η∥+ ∥ξn − ξ∥ · ∥η∥ → 0

при n, m →∞.

Дифференцируемость в среднем квадратичном.

Определение 6.2. Случайный процесс ξ(t), t ∈ R, называется дифференцируе-
мым в среднем квадратичном (с.к.-дифференцируемым) в точке t, если существует
случайная величина ξ̇ = ξ̇(t) ∈ H такая, что

M

∣∣∣∣ξ(t + h)− ξ(t)
h

− ξ̇(t)
∣∣∣∣2 =

∥∥∥∥ξ(t + h)− ξ(t)
h

− ξ̇(t)
∥∥∥∥2

→ 0 при h → 0, (6.7)

или, другими словами, для любой последовательности {hn} ⊂ R, сходящейся к ну-
лю, последовательность гильбертовых случайных величин ξ(t+hn)−ξ(t)

hn
, n = 1, 2, . . . ,

сходится в среднем квадратичном смысле к некоторой случайной величине ξ̇(t) ∈ H.

Далее мы свяжем с.к.-дифференцируемость с дифференцируемостью функции
R( · ), точнее, с существованием её второй смешанной производной, которую мы
определим так. Введём разностное отношение для ∂2R(t,s)

∂s ∂t :

∂R(t, s)
∂t

≈ R(t + h, s)−R(t, s)
h

,

∂

∂s

∂R(t, s)
∂t

≈ ∂R(t, s + h̃)/∂t− ∂R(t, s)/∂t

h̃
=
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=
R(t + h, s + h̃)−R(t, s + h̃)−R(t + h, s) + R(t, s)

hh̃
.

Будем говорить, что R( · ) имеет вторую смешанную производную2) в точке (t, s),
если для любых сходящихся к нулю последовательностей {hn} и {h̃m} существует

lim
n,m→∞

R(t + hn, s + h̃m)−R(t, s + h̃m)−R(t + hn, s) + R(t, s)
hnh̃m

def==
∂2R(t, s)

∂s ∂t
. (6.8)

Теорема 6.3. Случайный процесс ξ(t), t ∈ R, с.к.-непрерывен в точке t тогда
и только тогда, когда функция R( · ) имеет вторую смешанную производную в точ-
ке (t, t).

Доказательство. Выберем произвольные сходящиеся к нулю последовательно-
сти {hn} и {h̃m} и положим, как и выше, ξn = ξ(t + hn), ξ̃m = ξ(t + h̃m) и ξ = ξ(t).
Кроме того, введём для краткости обозначения

D
(2)

hn,h̃m
=

R(t + hn, t + h̃m)−R(t, t + h̃m)−R(t + hn, t) + R(t, t)
hnh̃m

,

∆n =
ξ(t + hn)− ξ(t)

hn
, ∆̃m =

ξ(t + h̃m)− ξ(t)
h̃m

.

(6.9)

В этих обозначениях

D
(2)

hn,h̃m
=

(ξn, ξ̃m)− (ξ, ξ̃m)− (ξn, ξ) + (ξ, ξ)
hnh̃m

=

=
(ξn − ξ, ξ̃m)− (ξn − ξ, ξ)

hnh̃m

=
(

ξn − ξ

hn
,
ξ̃m − ξ

h̃m

)
= (∆n, ∆̃m) (6.10)

и

M

∣∣∣∣ξ(t + hn)− ξ(t)
hn

− ξ̇(t)
∣∣∣∣2 = ∥∆n − ξ̇∥2, ξ̇ = ξ̇(t).

Таким образом, если ξ(t), t ∈ R, с.к.-дифференцируем в точке t, то для любых
сходящихся к нулю последовательностей {hn} и {h̃m} мы имеем сходимости

∥∆n − ξ̇∥2 → 0, ∥∆̃m − ξ̇∥2 → 0.

В силу леммы 6.3 с учётом (6.10) отсюда следует, что

D
(2)

hn,h̃m
= (∆n, ∆̃m) → (ξ̇, ξ̇) при n, m →∞,

таким образом, существует

∂2R(t, t)
∂s ∂t

= (ξ̇, ξ̇) = Mξ̇(t)ξ̇(t). (6.11)

2)Заметим, что это определение несколько отличается от определения в математическом ана-
лизе, в частности, из нашего определения непосредственно вытекает, что если существует одна из
смешанных производных, то существует и другая, причём обе производные, конечно, совпадают.
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Наоборот, если для любых сходящихся к нулю последовательностей {hn} и {h̃m}

D
(2)

hn,h̃m
= (∆n, ∆̃m) → ∂2R(t, t)

∂s ∂t
при n, m →∞, (6.12)

то (при h̃m = hm для всех m) мы получаем

∥∆n∥2 = (∆n, ∆n) → ∂2R(t, t)
∂s ∂t

при n →∞. (6.13)

При этом
∥∆n −∆m∥2 = ∥∆n∥2 − (∆n, ∆m)− (∆n, ∆m) + ∥∆m∥2. (6.14)

Видно, что каждое слагаемое в правой части этого равенства при n, m → ∞ стре-
мится к ∂2R(t,t)

∂s ∂t (эта величина действительна в силу (6.13)). Поэтому последова-
тельность {∆n}n=1,∞ фундаментальна, следовательно, имеет предел.

Покажем, что предел не зависит от выбора последовательности {∆n}n=1,∞.
Выберем две сходящиеся к нулю последовательности {hn} и {h̃m}. Тогда на ос-

новании проведённых выше рассуждений мы можем заключить, что существуют
некоторые случайные величины ξ̇,

˜̇
ξ ∈ H такие, что ∆n → ξ̇ при n → ∞ и ∆̃m → ˜̇

ξ

при m →∞. При этом мы имеем условие (6.12) для этих последовательностей {hn}
и {h̃m}. Кроме того, из того же условия (6.12) дифференцируемости ковариацион-
ной функции следует, что

D
(2)
hn,hn

= (∆n, ∆n) → ∂2R(t, t)
∂s ∂t

, D
(2)

h̃m,h̃m
= (∆̃m, ∆̃m) при n, m →∞.

Отсюда аналогично (6.14) имеем ∥∆n − ∆̃m∥2 → 0 при n, m →∞ и

∥ξ̇ − ˜̇
ξ∥ ⩽ ∥ξ̇ −∆n∥+ ∥∆n − ∆̃m∥+ ∥∆̃m − ˜̇

ξ∥ → 0 при n, m →∞,

а это возможно, если и только если ∥ξ̇ − ˜̇
ξ∥2 = 0, т. е. ξ̇ = ˜̇

ξ с вероятностью единица.

Замечание 6.2. Можно показать, что если функция R( · ) имеет вторую сме-
шанную производную в точках (t, t) и (s, s), то она имеет вторую смешанную произ-
водную в точке (t, s). Для этого достаточно доказать фундаментальность двухин-
дексной числовой последовательности

D
(2)

hn,h̃m
(t, s) =

R(t + hn, s + h̃m)−R(t, s + h̃m)−R(t + hn, s) + R(t, s)
hnh̃m

,

при hn → 0, h̃m → 0. Формулы, которые при этом используются, хотя и неслож-
ные, но достаточно громоздкие, поэтому мы не будем приводить доказательство
сделанного утверждения.

Интегрируемость в среднем квадратичном. Рассмотрим проблему с.к.-ин-
тегрируемости случайного процесса ξ(t), t ∈ R, на отрезке [a, b]. Построим инте-
гральную сумму (случайную величину)

Υn =
n∑

k=1

ξ(t∗k)(tk − tk−1), (6.15)
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где два набора точек разбиения t0, t1, . . . , tn и выборочных точек t∗1, . . . , t
∗
n удовле-

творяют условиям

a = t0 < t1 < · · · < tn = b, max
1⩽k⩽n

(tk − tk−1) → 0 при n →∞,

tk−1 ⩽ t∗k ⩽ tk, k = 1, . . . , n.
(6.16)

Определение 6.3. Случайный процесс ξ(t), t ∈ R, называется интегрируемым
в среднем квадратичном (с.к.-интегрируемым) на отрезке [a, b], если существует
случайная величина Υ ∈ H такая, что для любого разбиения и для любого набора
выборочных точек, удовлетворяющих условиям (6.16),

M

∣∣∣∣ n∑
k=1

ξ(t∗k)(tk− tk−1)−Υ
∣∣∣∣2 =

∥∥∥∥ n∑
k=1

ξ(t∗k)(tk− tk−1)−Υ
∥∥∥∥2

→ 0 при n →∞. (6.17)

Теперь свяжем с.к.-интегрируемость случайного процесса и интегрируемость его
ковариационной функции. Будем говорить, что функция R( · ) интегрируема в квад-
рате [a, b] × [a, b], если для любых двух разбиений {tk}k=0,n и {sj}j=0,m и соответ-
ствующих двух наборов выборочных точек {t∗k}k=1,n и {s∗j}j=1,m, удовлетворяющих
условиям (6.16),

In,m
def==

n∑
k=1

m∑
j=1

R(t∗k, s∗j )∆tk∆sj −→
n,m′→∞

I
def==

∫ b

a

∫ b

a

R(t, s) dt ds. (6.18)

Теорема 6.4. Случайный процесс ξ(t), t ∈ R, с.к.-интегрируем на отрезке [a, b]
тогда и только тогда, когда функция R( · ) интегрируема в квадрате [a, b]× [a, b].

Доказательство. Пусть случайный процесс ξ(t), t ∈ R, с.к.-интегрируем на
отрезке [a, b]. Тогда по определению ∥Υn − Υ∥ → 0 при n → ∞, причём предел
не зависит от выбора точек разбиения t0, t1, . . . , tn и выборочных точек t∗1, . . . , t

∗
n.

С учётом леммы 6.3 отсюда следует, что если случайный процесс ξ(t), t ∈ R с.к.-
интегрируем на отрезке [a, b], то для любых двух разбиений {tk}k=0,n и {sj}j=0,m и
соответствующих двух наборов выборочных точек {t∗k}k=1,n и {s∗j}j=1,m, удовлетво-
ряющих условиям (6.16), имеет место сходимость (Υn, Υ̃m) → (Υ, Υ) при n, m →∞,
где

Υn =
n∑

k=1

ξ(t∗k)(tk − tk−1), Υ̃m =
m∑

j=1

ξ(s∗j )(sj − sj−1). (6.19)

В этих обозначениях

In,m =
n∑

k=1

m∑
j=1

R(t∗k, s∗j )∆tk∆sj =
n∑

k=1

m∑
j=1

Mξ(t∗k)ξ(s∗j )∆tk∆sj =

=
n∑

k=1

m∑
j=1

(ξ∗k, ξ̃∗j )∆tk∆sj =
( n∑

k=1

ξ∗k∆tk,

m∑
j=1

ξ̃∗j ∆sj

)
= (Υn, Υ̃m).

Отсюда ∫ b

a

∫ b

a

R(t, s) dt ds
def== lim

m,n→∞
In,m = (Υ, Υ).
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Наоборот, если для любых для любых двух разбиений {tk}k=0,n и {sj}j=0,m и со-
ответствующих двух наборов выборочных точек {t∗k}k=1,n и {s∗j}j=1,m, удовлетворя-
ющих условиям (6.16), имеет место сходимость In,m = (Υn, Υ̃m) → I при n, m →∞,
то

∥Υn −Υm∥2 = ∥Υn∥2 − (Υn, Υm)− (Υn, Υm) + ∥Υm∥2 −→
n,m′→∞

0. (6.20)

Таким образом, последовательность {Υn}n=1,∞ фундаментальна, следовательно,
имеет предел. Осталось показать, что этот предел не зависит от выбора разбие-
ния и точек на сегментах разбиения.

Возьмём два набора точек разбиения {tk}k=0,n и {t̃j}j=0,ñ и два соответствую-
щих двух набора выборочных точек {t∗k}k=1,n и {t̃∗j}j=1,ñ, удовлетворяющих усло-
виям (6.16). Тогда соответствующие им интегральные суммы Υn и Υ̃n из (6.17)
удовлетворяют условиям Υn → Υ при n → ∞ и Υ̃m → Υ̃ при m → ∞. При этом
в силу соотношений, полностью аналогичных (6.20) (с заменой Υm на Υ̃m), получа-
ем, что

∥Υn − Υ̃m∥2 → 0 при n, m →∞.

Отсюда

∥Υ− Υ̃∥2 ⩽ 2∥Υ−Υn∥2 + 2∥Υn − Υ̃m∥2 + 2∥Υ̃m − Υ̃∥2 → 0 при n, m →∞,

а это возможно, если и только если ∥Υ−Υ̃∥2 = 0, т. е. Υ = Υ̃ с вероятностью единица.

Случай ненулевого математического ожидания случайного процесса.
Обобщим полученные теоремы на случай, когда Mξ(t) = µ(t) ̸≡ 0, сохранив условие
M |ξ(t)−µ(t)|2 < ∞ для всех t ∈ R. Положим ξ◦(t) = ξ(t)−µ(t), тогда ξ◦(t) ∈ H для
всех t ∈ R и, очевидно,

R(t, s) = cov(ξ(t), ξ(s)) = Mξ◦(t)ξ◦(s) = (ξ◦(t), ξ◦(s)) = cov(ξ◦(t), ξ◦(s)) = R◦(t, s),

где R◦( · ) – ковариационная функция процесса ξ◦(t), t ∈ R.
Новые теоремы достаточно просто получаются из предыдущих, если принять во

внимание следующие два замечания.

Замечание 6.3. Пусть последовательность {ξ◦n} ⊂ H (в частности, Mξ◦ = 0 для
всех n), а {µn} – произвольная неслучайная последовательность комплексных чисел.
Тогда

M |ξ◦n + µn|2 = M |ξ◦n|2 + µn ·Mξ◦n + µn ·Mξ◦n + |µn|2 = M |ξ◦n|2 + |µn|2,

отсюда M |ξ◦n + µn|2 → 0 если и только если ξ◦n
с.к.−→ 0 и µn → 0 при n →∞.

Замечание 6.4. Для любой случайной величины α место тривиальная цепочка
неравенств

|Mα| ⩽ M |α| ⩽
√

M |α|2, (6.21)

где последнее эквивалентно тривиальному неравенству D|α| = M |α|2− (M |α|)2 ⩾ 0.
На основании (6.21) мы можем утверждать, что если ξn

с.к.−→
n→∞

ξ, то

|Mξn −Mξ| = |M(ξn − ξ)| ⩽
√

M |ξn − ξ|2 → 0 при n →∞,

другими словами, Mξn → Mξ. Кроме того, из (6.21) вытекает, что если M |ξ|2 < ∞,
то Mξ тоже существует и |Mξ|2 ⩽ M |ξ|2.
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Исследуем с.к.-непрерывность случайного процесса. В силу сделанного выше за-
мечания мы можем переписать приращение в (6.6) как

M |ξ(t + hn)− ξ(t)|2 = M |ξ◦(t + hn)− ξ◦(t) + (µ(t + hn)− µ(t)|2 =

= M |ξ◦(t + hn)− ξ◦(t)|2 + |µ(t + hn)− µ(t)|2.

Отсюда ξ(t + hn) с.к.−→ ξ(t) тогда и только тогда, когда выполнются два условия:

• ξ(t + h◦n) с.к.−→ ξ◦(t),

• µ(t + hn) → µ(t) при n →∞.
Таким образом, в силу совпадения ковариационных функций R( · ) и R◦( · ) мы по-
лучаем обобщение доказанной теоремы 6.2.

Теорема 6.5. Случайный процесс ξ(t), t ∈ R, с ненулевым математическим
ожиданием µ(t), t ∈ R, с.к.-непрерывен в точке t тогда и только тогда, когда
выполнены следующие два условия: функция R( · ) непрерывна в точке (t, t) и функ-
ция µ( · ) непрерывна в точке t.

Для с.к.-дифференцируемости рассуждения аналогичны, но немного сложнее.
Введём дифференциальные отношения

∆n =
ξ(t + hn)− ξ(t)

hn
, ∆◦

n =
ξ◦(t + hn)− ξ◦(t)

hn
, DMn =

µ(t + hn)− µ(t)
hn

.

Тогда ∆n −∆m = ∆◦
n −∆◦

m + DMn −DMm и

M |∆n −∆m|2 = M |∆◦
n −∆◦

m|2 + |DMn −DMm|2.

В результате последовательность {∆n} с.к.-фундаментальна (или, что эквивалент-
но, сходится) тогда и только тогда, когда выполнены оба условия: последователь-
ность {∆◦

n} с.к.-фундаментальна (сходится) и числовая последовательность {µn}
фундаментальна (сходится). Таким образом мы получаем обобщение доказанной
теоремы 6.3.

Теорема 6.6. Случайный процесс ξ(t), t ∈ R, с ненулевым математическим
ожиданием µ(t), t ∈ R, с.к.-непрерывен в точке t тогда и только тогда, когда
выполнены следующие два условия: функция R( · ) имеет вторую смешанную про-
изводную в точке (t, t) и функция µ( · ) дифференцируема в точке t.

При этом операции взятия с.к.-производной и вычисления математического ожи-
дания можно менять местами:

Mξ̇(t) =
d

dt
Mξ(t).

Действительно, если ∆n
с.к.−→ ξ̇ при hn → 0, то в силу замечания 6.4 M∆n → Mξ̇,

следовательно,

Mξ̇(t) = lim
n→∞

M∆n = lim
n→∞

M
ξ(t + hn)− ξ(t)

hn
= lim

n→∞

µ(t + hn)− µ(t)
hn

= µ̇(t). (6.22)
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Обобщение теоремы 6.4 о с.к.-интегрируемости получается совершенно аналогич-
но теореме о с.к.-дифференцируемости. Нужно только заменить дифференциаль-
ные отношения на интегральные суммы Дарбу:

Υn =
n∑

k=1

ξ(t∗k)∆tk, Υ◦n =
n∑

k=1

ξ◦(t∗k)∆tk, IMn =
n∑

k=1

µ(t∗k)∆tk.

Тогда Υn − Υm = Υ◦n − Υ◦m + IMn − IMm, и далее мы аналогично предыдущим
рассуждениям получаем теорему.

Теорема 6.7. Случайный процесс ξ(t), t ∈ R, с ненулевым математическим
ожиданием µ(t), t ∈ R, с.к.-интегрируем на отрезке [a, b] тогда и только тогда,
когда выполнены следующие два условия: функция R( · ) интегрируема в квадрате
[a, b]× [a, b] и функция µ( · ) интегрируема на отрезке [a, b].

Аналогично (6.22) мы получаем, что

M

∫ b

a

ξ(t) dt =
∫ b

a

Mξ(t) dt.
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7. СТОХАСТИЧЕСКАЯ МЕРА И ИНТЕГРАЛ ПО ЭТОЙ МЕРЕ

Пусть на числовой прямой выбран и фиксирован конечный интервал [a, b) ненуле-
вой длины. Рассмотрим семейство D всевозможных интервалов ∆x = [x1, x2) ⊂ [a, b)
и отвечающее ему семейство случайных величин

Z(∆x) : Ω → C, ∆x ∈ D,

т. е. в сущности некий специфический (по своему аргументу) случайный процесс.

Определение 7.1. Семейство случайных величин Z(∆x), ∆x ∈ D, назовём ор-
тогональной стохастической мерой, если оно удовлетворяет следующим условиям.

• Существуют моменты первого и второго порядка

MZ(∆x) = 0, D(∆x) = M |Z(∆x)|2 < ∞, (7.1)

другими словами, Z(∆x) ∈ H (гильбертова случайная величина). Назовём функцию

m( · ) : D → R+, m(∆x) = M |Z(∆x)|2, (7.2)

структурной функцией.
• Если ∆x1 ∩∆x2 = ∅, то

cov(Z(∆x1), Z(∆x2)) = MZ(∆x1)Z(∆x2) = 0, (7.3)

последнее равенство можно записать как (Z(∆x1), Z(∆x2) = 0, что объясняет слово
«ортогональная» в названии меры.

• Если интервал ∆x представи́м как объединение двух непересекающихся3) ин-
тервалов, ∆x = ∆x1 + ∆x2, то с вероятностью единица

Z(∆x) = Z(∆x1) + Z(∆x2) (7.4)

(аддитивность с вероятностью единица);
• если интервал ∆x представи́м как объединение счётного числа непересекающих-

ся интервалов, ∆x = ∆x1 +∆x2 + · · · , то M |Z(∆x)|2 < ∞ и в среднем квадратичном

Z(∆x) = Z(∆x1) + Z(∆x2) + · · · ,

другими словами,

M

∣∣∣∣Z( ∞∑
k=1

∆xk

)
−

n∑
k=1

Z(∆xk)
∣∣∣∣2 =

∥∥∥∥Z

( ∞∑
k=1

∆xk

)
−

n∑
k=1

Z(∆xk)
∥∥∥∥2

→ 0, n →∞

(7.5)
(счётная аддитивность в среднем квадратичном смысле);

Введённая стохастическая мера не является неотрицательной, более того, её зна-
чения комплексны. Привычным свойствам меры удовлетворяет спектральная функ-
ция m( · ) , заданная в (7.2).

3)Отсутствие пересечения мы, как обычно в теории вероятностей, подчёркиваем, применяя знак
плюс вместо знака объединения множеств.
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Из сформулированных выше свойств (7.4) и (7.3) вытекает, что структурная
функция обладает свойством аддитивности: если ∆x = ∆x1 + ∆x2 для непересе-
кающихся интервалов ∆x1 и ∆x2, то мы имеем

m(∆x) = M |Z(∆x)|2 = ∥Z(∆x1 + ∆x2)∥2 = ∥Z(∆x1) + Z(∆x2)∥2 =

= ∥Z(∆x1)∥2 + (Z(∆x1), Z(∆x2)) + (Z(∆x1), Z(∆x2)) + ∥Z(∆x2)∥2 =

= ∥Z(∆x1)∥2 + ∥Z(∆x2)∥2 = M |Z(∆x1)|2 + M |Z(∆x2)|2 = m(∆x1) + m(∆x2).

Отсюда очевидным образом следует аддитивность меры для ∆x = ∆x1 + · · ·+ ∆xn

при любом конечном числе попарно не пересекающихся интервалов ∆x1, . . . ,∆xn:

m(∆x) = M

∣∣∣∣Z( n∑
k=1

∆xk

)∣∣∣∣2 =
n∑

k=1

M |Z(∆xk)|2 =
n∑

k=1

m(∆xk). (7.6)

Опираясь на требование (7.5), получим счётную аддитивность функции m( · ).
Пусть ∆x = ∆x1 + ∆x2 + · · · . Введём для краткости следующие обозначения для
случайных величин:

ζ
def== Z(∆x) = Z

( ∞∑
k=1

∆xk

)
, ζn

def== Z

( n∑
k=1

∆xk

)
=

n∑
k=1

Z(∆xk). (7.7)

Тогда по определению структурной функции

M |ζ|2 = m(∆x), M |ζn|2 =
n∑

k=1

M |Z(∆xk)|2 =
n∑

k=1

m(∆xk).

Условие (7.5) в этих обозначениях записывается как

M |ζ − ζn|2 = ∥ζ − ζn∥2 → 0 при n →∞.

В предыдущем разделе мы ползали, что такая сходимость влечёт ∥ζ∥ → ∥ζn∥ или,
что эквивалентно, M |ζn|2 → M |ζ|2 при n → ∞. В терминах структурной функции
это означает, что

m(∆x) = lim
n→∞

n∑
k=1

m(∆xk) =
∞∑

k=1

m(∆xk).

Таким образом, спектральная функция m( · ) , заданная на множестве всех конеч-
ных подынтервалов интервала [a, b), обладает свойствами счётно-аддитвной меры,
которые аналогичны свойствам длины или вероятности. В этом случае можно до-
определить функцию m( · ) на все подмножества интервала [a, b), которые представи-
мы как конечные или счётные объединения непересекающихся интервалов ∆x ∈ D.
В результате получим, что m( · ) – счётно-аддитивная мера на сигма-алгебре боре-
левских подмножеств интервала [a, b).

Интеграл по случайной мере. Пусть задана спектральная мера Z(|∆x) со
структурной функцией m(∆x), m(∆x) ⊂ [a, b). Введём линейное пространство L2

функций, действующих из [a, b) в C, и зададим в нём скалярное произведение и
норму равенствами

(g1, g2) =
∫ b

a

g1(x)g2(x) dF (x), ∥g∥2 =
∫ b

a

|g(x)|2 dF (x),
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где F ( · ) – некоторая действительнозначная неотрицательная (в нашем курсе ку-
сочно-непрерывная) неубывающая функция, от которой мы потребуем выполнения
следующего условия для любого ∆x = [x1, x2) ⊂ [a, b)

m(∆x) =
∫

∆x

dF (x) = F (x2)− F (x1). (7.8)

Интегралы в этих равенствах полностью аналогичны интегралу, определяющему
математическое ожидание (интеграл Лебега–Стилтьеса).

Заметим, что мы не помечаем скалярное произведение и норму никакими знач-
ками, по которым их можно отличить от скалярного произведения в H. Предпола-
гается, что природа элементов, для которых вычисляются скалярные произведения
или нормы, должна подсказать, в каком пространстве мы работаем.

Имеет место следующая теорема о полноте пространства L2, которую, как и тео-
рему для пространства H, мы оставим без доказательства.

Теорема 7.1. Последовательность {gn} функций из пространства L2 сходит-
ся к функции g ∈ H тогда и только тогда, когда она фундаментальна, т.е. для
любого ε > 0 найдётся натуральное число N = N(ε) такое, что для всех m, n > N

имеет место неравенство ∥gn − gm∥ < ϵ (или, кратко, ∥gn − gm∥ → 0 для всех
m, n →∞).

Построение интеграла начнём, как обычно, с интеграла от простых функций.
Рассмотрим разбиение интервала [a, b) точками a = x0 < x1 < · · · < xn = b и функ-
цию g( · ) : [a, b) → C, кусочно-постоянную на интервалах ∆xk = [xk−1, xk):

g(x) =
n∑

k=1

gk χk(x), χk(x) =

{
1, x ∈ ∆xk,

0, x /∈ ∆xk.

Для такой функции положим по определению

I =
∫ b

a

g(x) Zξ(dx) =
n∑

k=1

gk Zξ(∆xk).

Очевидно, что MI = 0 в силу MZξ(∆xk) = 0.
Отметим, что кусочно-постоянные функции образуют в L2 линейное многообра-

зие, т. е. линейная комбинация двух кусочно-постоянных функций также является
кусочно-постоянной на более мелких интервалах разбиения. Для интервалов посто-
янства линейной комбинации ag(x)+bh(x) множество точек разбиения представляет
собой объединение точек разбиения для каждого из двух слагаемых g(x) и h(x).

Лемма 7.1. Пусть

g(x) =
n∑

k=1

gk χk(x), I =
n∑

k=1

gk Zξ(∆xk).

Тогда при выполнении равенства (7.8)

∥I∥2 = ∥g∥2 =
n∑

k=1

∫
∆xk

|gk|2 dFξ(x), (7.9)
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где нормы случайной величины I и функции g определены соответственно в про-
странствах L2 и H.

Доказательство. Вычислим указанные нормы. Имеем

∥I∥2 def== M |I|2 = M

∣∣∣∣ n∑
k=1

gkZξ(∆xk)
∣∣∣∣2 =

∥∥∥∥ n∑
k=1

gkZξ(∆xk)
∥∥∥∥2

=

=
n∑

k=1

|gk|2∥Zξ(∆xk)∥2 =
n∑

k=1

|gk|2 ·M |Zξ(∆xk)|2 =
n∑

k=1

|gk|2m(∆xk),

где мы воспользовались ортогональностью меры. Учтём формулу (7.8), получим

∥I∥2 =
n∑

k=1

|gk|2m(∆xk) =
n∑

k=1

|gk|2
∫

∆xk

dFξ(x) =
n∑

k=1

∫
∆xk

|gk|2 dFξ(x). (7.10)

C другой стороны,

∥g∥2 def==
∫ b

a

|g(x)|2 dFξ(x) =
∫ b

a

∣∣∣∣ n∑
k=1

gkχk(x)
∣∣∣∣2 dFξ(x) =

=
n∑

k,k̃=1

∫ b

a

gkḡk̃ χk(x)χk̃(x) dFξ(x) =
n∑

k=1

∫ b

a

|gk|2χk(x) dFξ(x) =

=
n∑

k=1

∫
∆xk

|gk|2 dFξ(x), (7.11)

где мы учли, что χ̃k(x)χ̃k̃(x) ≡ 0 при k ̸= k̃, а при k = k̃∫ b

a

|gk|2|χk(x)|2 dFξ(x) =
∫ b

a

|gk|2χk(x) dFξ(x) =
∫

∆xk

|gk|2 dFξ(x).

Сравнивая правые части равенств (7.10) и (7.11), получаем (7.9). Лемма доказана.

Перейдём к построению интеграла от функции более общего вида. Пусть функ-
ция g( · ) : [a, b) → C представима как предел по норме пространства L2,

g(x) = lim
n→∞

gn(x), (7.12)

где функции gn( · ), n = 1, 2, . . . , кусочно-постоянные. Тогда ∥gn − gm∥2 → 0 при
n, m →∞. Поскольку функция gn − gm кусочно-постоянная, к ней мы можем при-
менить лемму 7.9: если In =

∫ b

a
gn(x) Zξ(dx), то

∥In − Im∥2 = ∥gn − gm∥2 → 0 при n, m →∞

(заметим, что здесь первая норма задана в пространстве H, а вторая – в простран-
стве L2). Из полноты пространства H вытекает что существует случайная величи-
на I, которую естественно назвать интегралом от функции g( · ) по стохастической
мере:

I =
∫ b

a

g(x) Zξ(dx) def== lim
n→∞

∫ b

a

gn(x) Zξ(dx) = lim
n→∞

In. (7.13)
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Для аккуратного завершения построения интеграла по случайной мере следует
доказать, что предел в (7.13) не зависит от представления функции g( ·) в виде
предела кусочно-постоянных функций. Это вытекает из следующих простейших
рассуждений. Пусть

g = lim
n→∞

gn = lim
n→∞

g̃n,

другими словами, ∥g − gn∥ → 0 и ∥g − g̃n∥ → 0 при n → ∞. Тогда, как показано
выше, при n →∞ имеют место сходимости в пространстве H

In =
∫ b

a

gn(x) Zξ(dx) → I, Ĩn
def==

∫ b

a

g̃n(x) Zξ(dx) → Ĩ,

где I и Ĩ – некоторые случайные величины.
Заметим, что

∥gn − g̃n∥2 ⩽ 2∥gn − g∥2 + 2∥g − g̃n∥2 → 0, n →∞. (7.14)

При этом функция gn − g̃n кусочно-постоянная, поэтому ∥In − Ĩn∥ = ∥gn − g̃n∥.
Таким образом,

∥I − Ĩ∥2 ⩽ 2∥I − In∥2 + 2∥In − Ĩn∥2 + 2∥Ĩn − Ĩ∥2 =

= 2|I − In∥2 + 2∥gn − g̃n∥2 + 2∥Ĩn − Ĩ∥2 → 0 при n →∞.

Это возможно, только если ∥I − Ĩ∥2 = 0. В силу неравенства Чебышёва

P (|I − Ĩ| > ε) ⩽
M |I − Ĩ|2

ε2
=
∥I − Ĩ∥2

ε2
= 0,

для любого ε > 0, тем самым I = Ĩ с вероятностью единица.
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