
Сходимости последовательностей случайных величин (продолжение)
Последовательность {ξn} сходится с вероятностью единица (почти наверное)
к с. в. ξ (ξn

п.н.−→ ξ), если

P
{
ω : lim

n→∞
ξn(ω) = ξ(ω)

}
= 1.

Иначе говоря, для любого ε > 0

P
(

lim sup
n→∞

{
ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| > ε

})
= 0.

Теорема
Если ξn

п.н.−→ ξ, то ξn
P−→ ξ.

Доказательство
Будем доказывать от противного.



Есть сходимость по вероятности:

∀ε > 0 P
(
|ξn − ξ| > ε)→ 0 при n→∞.

Нет сходимости по вероятности:

∃ε0 > 0 P
(
|ξn − ξ| > ε0) 6→ 0 при n→∞,

т. е. найдутся δ0 > 0 и подпоследовательность {ξnj} ⊂ {ξn} :

P
(
|ξnj − ξ| > ε0) > δ0 для всех j = 1, 2, . . . .

Пусть Ak = {ω : |ξk(ω)− ξ(ω)| > ε0}. Тогда P (Anj ) > δ0 для любого j.
Для любого n = 1, 2, . . .

∞⋃
k=n

Ak ⊃
⋃

j : nj>n

Anj ,



следовательно,

P

( ∞⋃
k=n

Ak

)
> P

( ⋃
j : nj>n

Anj

)
> δ0, n = 1, 2, . . . .

следовательно,

P
(

lim sup
n→∞

{
ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| > ε0

})
= P

( ∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)
=

= P

(
lim

n→∞

∞⋃
k=n

Ak

)
= lim

n→∞
P

( ∞⋃
k=n

Ak

)
> δ0 > 0.



Теорема (Лемма Бореля–Кантелли)

Если
∞∑

k=1

P (Ak) <∞, то P ( lim sup
n→∞

An) = 0.

Доказательство

P
(

lim sup
n→∞

An

)
= P

(
lim

n→∞

∞⋃
k=n

Ak

)
= lim

n→∞
P

( ∞⋃
k=n

Ak

)
6 lim

n→∞

∞∑
k=n

P (Ak) = 0

в силу сходимости ряда вероятностей.
Верхний предел – это множество тех элементарных исходов, которые
принадлежат бесконечному числу множеств из A1, A2, . . . . Следовательно,
можно формулировать лемму Бореля–Кантелли как

Если
∞∑

n=1

P (An) <∞, то с вероятностью единица происходит только

конечное число событий из A1, A2, . . . .



Если с вероятностью 1 происходит только конечное число событий из
A1, A2, . . . ,

P
(

lim sup
n→∞

An

)
= 1,

то неверно, что ∃N : с вероятностью 1 происходят только события из
A1, . . . , AN .
Если ω ∈ lim sup

n→∞
An, то ω может принадлежать An при любом n.

Из леммы Бореля-Кантелли следует

Теорема (достаточное условие сходимости почти наверное)

Пусть An(ε) = {|ξn − ξ| > ε}. Если
∞∑

n=1

P (An(ε)) <∞ для любого ε > 0, то

P (lim supAn(ε)) = 0 ⇐⇒ ξn
п.н.−→ ξ.



Законы больших чисел (ЗБЧ)
Это утверждения о сходимости 1

n

∑n
k=1 ξk.

Теорема (ЗБЧ Чебышёва)
Пусть с. в. ξ1, ξ2, . . . имеют математические ожидания и дисперсии,
cov(ξi, ξj) = 0 при любых i 6= j (некоррелированы). Если Dξk < C для всех
k = 1, 2, . . . , то

1
n

n∑
k=1

(ξk −Mξk) P−→
n→∞

0.

Доказательство
Пусть

◦
ξk = ξk −Mξk, тогда M

◦
ξk = 0, D

◦
ξk = Dξk, cov(

◦
ξi,

◦
ξj) = cov(ξi, ξj) = 0

при i 6= j. Пусть ηn =
n∑

k=1

(ξk −Mξk). Из некоррелированности

Dηn = D
n∑

k=1

(ξk −Mξk) =
n∑

k=1

D
◦
ξk =

n∑
k=1

Dξk 6 nC.



Из неравенства Чебышёва для любого ε > 0

P

(∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

(ξk −Mξk)
∣∣∣∣ > ε

)
6

D
(

1
n

n∑
k=1

◦
ξk

)
ε2

=
1

n2ε2
Dηn 6

nC

n2ε2
→ 0, n→∞.

Можно заменить условие некоррелированности условием независимости
(попарной или в совокупности).
Если все ξ1, ξ2 . . . – н.с.в. (ξ1, . . . , ξn – н.с.в. при любом n), одинаково
распределены, Mξk = µ, Dξk = σ2, то условия ЗБЧ Чебышёва выполнены.
Тогда

ξ̄
def=

1
n

n∑
k=1

ξk
P−→

n→∞
µ.



Частным случаем этого утверждения является закон больших чисел в форме
Бернулли.

Теорема (ЗБЧ Бернулли)
В n независимых биномиальных испытаниях с вероятностью успеха p
частота успеха сходится при n→∞ к p по вероятности.

Доказательство
Пусть ηn – число успехов в n независимых биномиальных испытаниях,
ηn ∼ B(n, p). Тогда частота успеха равна ηn/n. Представим ηn в виде

ηn = ξ1 + · · ·+ ξn,

где ξk – число успехов в одном k-м испытании, k = 1, . . . , n. Очевидно, что

P (ξk = 1) = p, P (ξk = 0) = q = 1− p,

Mξk = 1 · p+ 0 · q = p, Mξ2k = 12 · p+ 02 · q = p, Dξk = p− p2 = p(1− p) = pq.



Независимость испытаний означает, что ξ1, . . . , ξn – н.с.в. при любом n.
Применяем ЗБЧ Чебышёва:

ηn

n
=

1
n

n∑
k=1

ξk
P−→ p = Mξk, n→∞.

В условиях ЗБЧ Чебышёва можно доказать, что
1
n

n∑
k=1

(ξk −Mξk) п.н.−→
n→∞

0 при

n→∞. Мы докажем этот результат при более строгих условиях.

Теорема (усиленный ЗБЧ Кантелли)
Пусть ξ1, ξ2 . . . – н.с.в., существуют Mξk и M(ξk −Mξk)r 6 Cr для r = 2, 3, 4
при любом k = 1, 2, . . . . Тогда

1
n

n∑
k=1

(ξk −Mξk) п.н.−→ 0, n→∞.



Доказательство
Заменой ξk 7→ ξk −Mξk сделаем Mξk = 0. Пусть ηn = ξ1 + · · ·+ ξn. Попробуем
оценить по порядку величины

Pn(ε) def= P

(∣∣∣∣ 1nηn

∣∣∣∣ > ε

)
= P (|ηn| > nε)

и показать, что сходится ряд
n∑

k=1

Pk(ε) (лемма Бореля–Кантелли). В силу

независимости с.в. и классического неравенства Чебышёва

Dηn =
n∑

k=1

Dξk 6 nC2, Pn(ε) 6
Dηn

n2ε2
6
C2

n
= O

(
1
n

)
.

Классическое неравенство не работает, ряд
∞∑

n=1

1
n расходится.



Применим неравенство Чебышёва вида

P (|ηn| > nε) 6
Mη4

n

(nε)4
.

Найдём

Mη4
n = M

( n∑
k=1

ξk

)4

= M
∑

16k1,k2,k3,k46n

ξk1ξk2ξk3ξk4 =
∑

16k1,k2,k3,k46n

M(ξk1ξk2ξk3ξk4).

В этой сумме формально n4 слагаемых, но если среди k1, k2, k3, k4 найдётся
хотя бы один индекс ki : ki 6= kj при i 6= j, то

M(ξk1ξk2ξk3ξk4) = Mξki︸ ︷︷ ︸
=0

·M
(∏

j 6=i

ξkj

)
= 0.

Поэтому в сумме «выживают» только Mξ2i ξ
2
j с i 6= j и Mξ4j .



Тогда

Mη4
n =

∑
16i 6=j6n

Mξ2i ξ
2
j +

n∑
j=1

Mξ4j =
∑

16i 6=j6n

Mξ2i Mξ2j +
n∑

j=1

Mξ4j 6 N2+2C2 +N4C4,

где N2+2 и N4 – количество слагаемых, в которых два парных индекса,
и слагаемых, в которых все индексы равны.

Очевидно, N4 = n. Найдём N2+2 = C2
n · C2

4 = 6
n(n− 1)

2
= 3n(n− 1). Отсюда

Mη4
n 6 3n(n− 1) · C2 + n · C4 = O(n2), n→∞.

Следовательно,

P (|ηn| > nε) 6
Mη4

n

(nε)4
6

3n(n− 1) · C2 + n · C4

n4ε4
= O

(
1
n2

)
.

Поэтому для любого фиксированного ε > 0
n∑

k=1

P (|ηk| > nε) <∞.



Применяем лемму Бореля–Кантелли:

∀ε > 0 P

(
lim sup

n→∞

{
1
n
|ηn| > ε

})
= 0 ⇐⇒ 1

n

n∑
k=1

(ξk −Mξk) п.н.−→ 0, n→∞.

Для частоты успеха в биномиальных испытаниях условия теоремы выполнены.

Теорема (усиленный ЗБЧ Бернулли)
В n независимых биномиальных испытаниях с вероятностью успеха p
частота успеха сходится при n→∞ к p с вероятностью 1.



На самом деле в теореме достаточно потребовать Mξ4k 6 C4 для любого
k = 1, 2, . . . , потому что в силу неравенства Коши–Буняковского
|Mαβ| 6

√
Mα2 ·Mβ2 при α = ξ2k, β = 1 имеем

Mξ2k = M(ξ2k · 1) 6
√
Mξ4k · 1 =

√
Mξ4k 6

√
C4 = C2,

при α = ξ2k, β = ξk имеем

|Mξ3k| = |M(ξ2k · ξk)| 6
√
Mξ4k ·Mξ2k =

√
C4 · C2 = C3,

Наконец, Dξk = Mξ2k − (Mξk)2 > 0, поэтому |Mξk| 6
√
Mξ2k 6

√
C2 = C1.

Центральные моменты ограничены в силу формулы бинома Ньютона:

M(ξk −Mξk)r = M

r∑
j=1

Cj
rξ

j
k(Mξk)r−j =

r∑
j=1

Cj
r ·Mξj

k · (Mξk)r−j .


